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(Text k obrazkum na obalce viz definici rovnobeznostenu v kapitole Pro¬ 
story pine vektoru a tez kapitolu Dlazdeni a krystaly.) 


Navod ke cteni techto skript 

Texty psane antikvou teto velikosti jsou urceny i zacatecnikum (treba ja- 
ko doplnek k prednasce jednoho z autoru tohoto textu) a obsahuji latku, 
kterou doporucujeme studentum vsech druhu studia libovolneho rocniku na 
MFF UK. Rozsirujici partie psane nekdy mensim pismem 1 a nekdy znacka- 
mi ({() resp. (C 1 ) oznacujicimi zacatek resp. konec dotycne „rozsirujici partie“ 
jsou urceny pokrocilejsim, resp. vice motivovanym ctenarum. Ani tyto partie 
vsak nevyzaduji vetsi predbezne znalosti, snad krome ovladnuti „kalkulu“, 
tzn. elementu diferencialniho a integralniho poctu - jako oblasti, ktere cas- 
to zasahuji svym tematem. Skripta jsou psana dosti strucne nejen z duvo- 
du „snahy udrzet rozsah v unosnych mezich“ 2 . Zadny predmet nelze dobre 
ovladnout bez jisteho vlastniho „tvurciho“ usili. Partie vynechane se slo- 
vy „dokazte si sami“ nedoporucuieme preskakovat, pokud by ctenari nebyla 
vec dost jasna, i kdyz to treba jeste neumi zformulovat. Muze se stat, ze 
vynechane partie vyvolaji nevoli ctenare pripadne prani nalezt podrobnej- 
si vysvetleni. Uvitame tedy jakoukoliv, nejlepe vsak konstruktivni, kritiku a 
namety pro zlepseni a rozsireni naseho textu. V dalsich versich tohoto -zatim 
provisorniho- textu se pokusime na uvedene namety reagovat. 

„Vulgarisujici“ shrnuti a poznamky nevyzadujici zvlastni vnimavost a in- 
teligenci jsou psany strojopisnym fontem ( M pro ty s primoCarej §im cha- 
panim matematiky" 3 ). 

1 Konecne rozhodnuti, ktere pasaze pojimame jako rozsirujici, jsme jeste neprovedli. 

2 Tedy lenosti. 

3 Coz mohou byt i autori textu. V dalsim planujeme uvedeny typ poznamek podstatne 
rozsirit. Niels Bohr pri sve navsteve v Moskve v roce 1960 prohlasil, ze se nikdy pred svymi 
studenty nebrani prozradit, ze je hlupak. Perevodcik to prelozil tak, ze se netaji s tim, ze 
jsou studenti hlupaci. Kapica (mozna nekdo jiny) vtipne replikoval, ze prave v tomto tkvi 
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Matice A je psana tlustsim pismem a matice transponovana, komplexne 
sdruzena, hermitovsky sdruzena, inversni a pseudoinversni po fade jako A T , 
A, A*, A -1 a A -1 . Pro vektory jsou vyhrazena pismena se sipkou, napr. u. 
Pocitate-li ale neco sami, volte samozfejme znaceni podle vlastniho uvazeni. 
Pocitejte s tim, ze fysici obvykle pisi adjungovanou matici pomori krizku 
(At), komplexni sdruzeni pomori hvezdicky misto pruhu (c*) a nad matici 
mnohy autor pise strisky. Pro transponovanou matici je oblibena vlnka: A. 
Grupy, telesa a prostory jsou psany pismem zdvojenym. 

Pomerne brzy se objevi zapis matematickych formuli s dolnimi i hornimi 
indexy (pokud jde o mocneni, lze to vycist z kontextu): vsimnete si, ze v ciste 
linearne algebraickych pripadech se sumuje jen podle zdvojenych indexu, 
z nichz je jeden dole a druhy nahore (vetsinou v tomto poradi), a volne 
indexy maji stejnou polohu ve vsech clenech na obou stranach rovnosti. 
Vyjimku tvori napr. skalarni soucin v M” 

b(x,y) = (°- 1 ) 

2—1 

Spravne by se tento vzorec mel psat ve tvaru 

b (x,y) =f2J29ijX l y J . (0.2) 

i=ij=i 

kde gij (treba gij = 1 pro i = j a gij = 0 jinak) je velicina zvana metricky 
tensor. Hodnota skalarniho soucinu neni nic „a priori daneho“, jak uvidime 
pozdeji! 

Bezpatkove pismo v beznem textu naznacuje, ze prave ctete jakousi ulo- 
hu. Pro dukazy je casto voleno pismo sikme. 

Mozna uz brzy zjistite, jak jest uzitecna latinska a recka abeceda. 
Proto je zde uvadime (reckou s anglickymi nazvy pismen). 


A je stan a nebo strlska 

L je klika od drevnlku, 

A, a 

alpha 

N,iz 

nu 

B dve baculata briska. 

M dva stany tabornlkfl. 

B , 

beta 

£,£ 

xi 

C je rohllk, mesic, srp, 

N prislo M o nohu, 

r,7 

gamma 

0,0 

omikron 

D pfll broskve nekdo slup’. 

O je kolac z tvarohu. 

A, 5 

delta 

n, 7T, VO 

Pi 

E je hreben vylamany, 

P je prapor na mavanl, 

E ,e,e 

epsilon 

P ,P,e 

rho 

F semafor pochroumany, 

R je sasek pro zasmanl, 

z,C 

zeta 


sigma 

G je rohlik bez spicky, 

S je zatoceny had, 

H 

eta 

T, T 

tau 

H postylka Hanicky. 

T stolecek - prostlrat! 

0,0,1? 

theta 

T, v 

upsilon 

CH je mesic u postele, 

tJ je mlsa na knedllky, 

1,4 

iota 


phi 

I pravltko ucitele, 

V je vaza z keramiky, 

K, K 

kappa 

x,x 

chi 

J je obracena hfll, 

Y vidlice na pracek, 

A, A 

lambda 

<1 <,tl> 

psi 

K snehove vlocky pul. 

Z je znacka zatacek. 

M,n 

mu 

S), 

omega 


rozdil mezi kodaiiskou a moskevskou skolou. Autori se nestydi priznat hloupost jak ucitelu, 
tak studentu, projevi-li se. 
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tJvodnf poznamky k obsahu skript 

Predmet linearni algebry tvori bezesporu jednu z centralnich casti zakladni- 
ho matematickeho vzdelavani na universitach. Jeho vyrazna logicka stavba, 
abstraktnost a elegance pojmu a vet a take, pres cetne vazby k ostatnim 
matematickym disciplinam i aplikacim, znacna sobestacnost predmetu (ve 
smyslu maleho objemu znalosti jinych matematickych disciplin bezpodmi- 
necne nutnych k pochopeni zde studovane latky) z neho cini idealni uvodni 
predmet modernf matematiky. 

Termin „moderni matematika“ je nutno v teto souvislosti trochu vy- 
svetlit. Nejde jiz samozrejme vubec jen o „vyssl matematiku“ s ponekud 
hypertrofovanym durazem na klasicky infinitesimalm pocet. Uvedomme si, 
ze jinak dokonale knihy treba Jarnikovy zrcadli (nejen misty jiz archaic- 
kym zpusobem vyjadrovani) dobu sveho vzniku - ktera je soucasne generaci 
studentu vzdalena srovnatelne s dobou Bolzano-Cauchyho. 

Moderni matematiku v soucasnosti charakterisuje jiz nejen abstraktnost 
pristupu, snaha o logickou jasnost vystavby predmetu, lakonicnost vyjadro- 
vani (coz jsou prevladajici trendy matematiky 20.stoleti), ale take, zvlaste 
v poslednich desetiletich, opetny navrat k interakcim s fysikou a ostatnimi 
pfirodnimi vedami. Posledni trend ovsem nepusobi jeste tak dlouho, aby se 
stacil odrazit v prevazne vetsine stavajicich ucebnic, od obecne skoly poci- 
naje, ovlivnenych vice nez padesatiletou „odlukou“ matematiky od fysiky 
(zapocatou rozvojem disciplin jako je teorie mnozin, topologie a abstraktni 
algebra a vrcholici v dile Bourbakiho). 

Zkratka receno, nyni je opet „v mode“ svazovat abstraktni matematicke 
konstrukce s realnym svetem soucasne fysiky (a dalsich ved). Pisatele techto 
skript patri k tern, jimz uvedena moda vyhovuje mnohem vice nez drivejsi 
stav. 

Necinime si, samozrejme, narok na zvlastni originalitu. Kuprikladu, aniz 
bychom se snazili opisovat napr. knihu [1], je jasne, ze tato kniha (a samozrej- 
me tez kniha [0]) znacne ovlivnila obsah uvedenych skript (a doporucujeme 
ji k precteni ci alespon seznameni se s ni ambicioznejsim studentum). Ji¬ 
nak je vhodne pripomenout, ze o predmetu linearni algebry existuji desitky 
knih, skript, ucebnich textu, a to i v cestine, a dalsi vychazeji. Doporucujeme 
ctenari alespon zbezne seznameni napriklad s existujicimi skripty linearni al¬ 
gebry autoru Vopenky [2], Goralcika [3], Becvare p|ia dalsich. (Je poucne 
si precist treba jen uvody k temto kniham dokumentujici, jak ruzne osob- 
nosti pristupuji odlisnym zpusobem ke zdanlive stejnym tematum.) Seznami 
se tak trochu i s historii prednaseni tohoto predmetu na MFF UK. Skripta 
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||| byla napriklad psana v dobe „vrcholici odluky“ matematiky od fysiky, 
kdy geometrie (specialne projektivni geometrie) byla malem nazirana jako 
jiz „mrtva disciplina 11 , jejiz znalost vsak muze byt vhodnajako „pruprava 
k jinym, dulezitejsim oborum matematiky 11 . 

Posice geometrie se ovsem za poslednich dvacet let radikalne promenila: 
Nyni je geometrie v centra soucasneho matematickeho deni - coz dosved- 
cuje i pocet tzv. Fieldsovych medaili (analogie Nobelovy ceny, ktera -jak 
znamo- neni v matematice udelovana). LA je samozrejme do znacne miry 
take uvodem k tomuto predmetu. 

LA je vsak take stavebnim kamenem kvantove mechanice, teorii pravde- 
podobnosti, teorii diferencialnich rovnic, linearnimu programovani, ekonomii 
..., jak casern uvidime, a tez uvodem do moderni analyzy, presneji do pred¬ 
metu zvaneho „funkcionalni analyza 11 . 

Je obdivuhodne, jak mnohe pojmy LA maji krome sve vnitfni elegan¬ 
ce (ktera samozrejme neni utajena autorum [2], [3], [4], ...) tez ruznorode 
aplikace a vazby na dalsi matematicke obory. Tento aspekt je v uvedene 
literature temer zcela zanedbavan. Napriklad pojem operatoru je jednim 
z nejvhodnejsich vychodisek k formulaci kvantove mechaniky, pojem expo- 
nencialy matice je zakladnim prostredkem popisu evolucnich rovnic (tzn. 
systemu vyvijejicich se v case). 

Weyl ve svem nekrologu o Hilbertovi rekl mimo jine: „... doslo 
pak navic k jistemu zazraku: ukazalo se, ze teorie spektra Hilber- 
tovych prostoru 4 je odpovidajicim matematickym prostredkem 
nove kvantove fysiky, zavedene Heisenbergem a Schrodingerem 
r,1925.“ 

Zdaleka nejen do LA patri zasadni pojem grupy, slouzici mj. k mate- 
matickemu zkoumani pojmu symetrie. (S pojmem grupy se seznamime na 
cetnych prikladech; samotna teorie grup vsak v techto skriptech neni obsa- 
zena.) 

Tato skripta jsou zapiskem prednasek linearni algebry pro prvni rocnik 
fysiky, konanych puvodne vicemene die Kopackovych skript, prednasek, jez 
postupne doznaly zmen a rozsireni hlavne smerem k aplikacim.) Jsou „nul- 
tym“ pokusem o text, ktery v ceske literature o predmetu LA zatim vicemene 
chybi. Obsahuji jiste velike mnozstvi chyb, snad prevazne tech nepodstat- 
nych. Jsou psana (pro leckoho az prilis) strucne, nebot’ nechteji suplovat 
existujici texty. Mela by byt, alespon v zasade, sobestacna, 5 aby ctenar ne- 

4 Tzn. nekonecnedimensionalnich prostoru se skalarnim soucinem. 

5 Viz napr. tabulku na strane 7. 
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musel hledat podstatnou informaci jinde. 

Na druhe strane vrele doporucujeme ctenari, aby cerpal dalsi informace 
z nejruznejsich zdroju. Vede to terrier vzdy k lepsimu pochopeni 
(tak jako je vzdy lepsi komunikovat s vice lidmi - uplne hlupaky ovsem 
vyjimaje - nez stale slyset jeden, byt’ i konsistentni, nazor). Nize uvadime 
seznam nektere zakladni literatury. Cilem teto knihy je vice polozit duraz 
na souvislosti LA s ostatni matematikou (resp. alespon na ty, ktere 
jsou blizsi autorum textu) nez na predmet takrikajic „sam o sobe“. 

Take jsme se snazili soustredit nektera fakta, ktera jsou sice dobre znama 
znalcum specialisovanych oboru, tzn. patri do jakehosi obecneho „folkloru“ 
danych oboru a ktera tedy zadnemu specialistovi nestoji za zformulovam uz 
proto, ze to prece vsichni (experti) znaji - ktera ale naopak byvaji neznama 
obecnemu (i matematickemu) publiku a nevyskytuji se v uvodnich textech 
(ba nekdy ani v monografiich). Pfikladem budiz treba Feynmanuv integ¬ 
ral, podminka detailni rovnovahy z teorie Markovskych procesu, ale i tak 
trivialni vec, jakou je vypocet objemu A:-rozmerneho rovnobeznostenu v n- 
rozmernem prostoru (coz muze byt pro ryziho „algebraika“ vec „lezici mimo 
jeho zajem“ a ryzimu „analytikovi“ se to muze jevit jako trivialni cviceni na 
vetu o substituci ci plosny integral. 

Jinak receno, text se obraci ke ctenari libovolneho rocniku napr. fysiky, 
ktery nebude ani specialistou analytikem, ani specialistou algebraikem, ale 
citi potrebu porozumet nekterym zakladnim vecem - treba pocitani obje¬ 
mu ci plosnych obsahu mnohostenu... - a u teoretickych konstrukci ocenuje 
nejen jejich krasu, ale jeste radeji jejich nepostradatelnost v roz- 
voji matematicko-fysikalm gramotnosti. Radi bychom ctenare presvedcili, ze 
vetsina konstrukci uvedenych v teto knize vyhovi tomuto pozadavku. 

Dalsi doporucena literatura pro studenty fysiky 

Do doby zdokonaleni techto skript lze jeste doporucit standardni skripta 
Kopackova (podle nichz byla koneckoncu uvedena prednaska zpocatku or- 
ganisovana) Matematika pro fyziky II, IV. Sbirka prikladu (Kopacek a kolek- 
tiv) je nezbytnym doplnkem (do doby, nez zaradime odpovidajici priklady i 
do predkladanych skript) kazdeho studenta LA/fys. O sbirce prikladu Pro- 
skurjakov lze rici totez co o jeji paralele v oblasti analyzy (Demidovic). Obe 
sbirky obsahuji velike mnozstvi (nekdy velice zajimavych i tezkych a dule- 
zitych) prikladu a pres svoji zastaralost (vznikaly v 50.1etech a drive) jsou 
zatim nenahraditelne pro vaznejsi zajemce. Z velikeho mnozstvi dalsi litera- 
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tury lze ostatni literaturu v jazyce ceskem doporucit jen jako doplnkovou, 
nebot’ vetsinou nepokryva vsechny partie, na ktere se klade duraz v techto 
skriptech (plati to samozrejme i obracene). 

Krome knihy Kostrikina a Manina doporucujeme zakladni a dnes jiz 
klasickou ucebnici Soucasna geometrie, prelozenou i do anglictiny. 

Vyber latky v predlozenem textu je samozrejme ovlivnen subjektivni 
volbou autoru (nealgebraiku!); uved’me alespon heslovite nektera zakladni 
temata, ktera k linearni algebre take patri a informaci o nichz by ctenar zde 
marne hledal. 

Jde predevsim o numericke aspekty linearni algebry (coz je samostatny 
obor velke prakticke dulezitosti), dale o soustavnejsi informaci o afinni a pro- 
jektivni geometrii (a o linearnim programovani), o teorii perturbace spektra 
linearnich operatoru (uvedme alespon knihu [11]). Take nektere „ciste linear- 
ne algebraicke“ partie jsou asi pojednany mene obsirne, nez byva zvykem. 
U tematu tak standardniho, jako je LA, nema smysl se snazit o prilisnou 
originalitu vykladu. Na druhe strane nektere rozsirujici partie nemaji vzdy 
- pokud je nam znamo - odpovidajici analogii v bezne (i cizojazycne) knizni 
literature. 

Zmmena a nektera dal§i literatura 

0. Jiri Kopacek: Matematika pro fyziky I, II, III, IV a priklady k nim I-IV 

1. A. I. Kostrikin, J.I. Manin: LA i geometrija, Moskva 1986 

2. Petr Vopenka: Linearni algebra a analyticka geometrie, 1964, skripta UK 

3. Pavel Goralcik: tJvod do linearni algebry, 1978 , skripta UK 

4. Jindrich Becvar: Linearni algebra I, II, 1980 , skripta UK 

5. Ladislav Bican: Linearni algebra, 1980 , skripta UK 

6. B. A. Dubrovin, A. T. Fomenko, S.P. Novikov: Soucasna geometrie, I.dil, 
Moskva 1979, 1986 

7. G. Birkhoff, S. MacLane: Algebra , Bratislava 1978 

8. Israel M. Gelfand: Lekce z linearni algebry 6 , Moskva 1966 

9. Vladimir Korinek: Zaklady algebry, z teto knihy se ucili po desetileti vasi 
davni predchudci, Praha 1954 

10. Leo Bocek: Tensorovy pocet , Praha 1978 

11. Tosio Kato: Perturbation Theory , Springer- Verlag 1986 

6 Tato kniha samozrejme representuje pouze nepatrny zlomek rozsahleho dila jednoho 
z nejvetsich matematiku 20. stoleti. Take na legendarnim Gelfandove seminari (ktery trva 
od podzimu roku 1943 az dodneska, posledni leta ovsem na Rutgersove universite v USA) 
je linearni algebra (a potencialne cela matematika) stale pritomna. 
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12. Michael B. Green, John H. Schwarz, Edward Witten: Superstring theory, 
Cambridge University Press 1987 

13. I. V. Proskurjakov: Sbirka uloh z LA, Moskva, 1984 

14. Jin Formanek: tJvod do kvantove teorie, Academia 1983 

15. Ales Pultr: Skripta k prednasce pro 1. a 2. rocnik informatiky, 1995 

16. Ladislav Koubek: tJvod do anal, geometrie a algebry, 1965 , skripta UK 

17. Gilbert Strang: Linear Algebra and its Applications, Academic Press 
1976 7 

18. Nicolas Bourbaki: Algebra, Paris 1959, je to opet literatura pro narocne; 
obsahuje vsak i historicke poznamky o predmetu linearni algebry 

19. Jozef Kvasnica: Matematicky aparat fyziky, Academia, Praha 1989 

20. Jin Blank, Pavel Exner, Miroslav Havlicek: Linearni operatory v kvan¬ 
tove fyzice, Praha, Karolinum 1993 

21. L.Krump, V. Soucek, J.Tesinsky: tJvod do analyzy na varietach, v pri- 
prave, vyjde 1997 

22. Marjorie Senechal: Quasicrystals and geometry, Cambridge University 
Press, 1995 

Jeden citat pro kuraz na zaver livodu 

Jeden z tvurcu kvantove mechaniky R. Jost vzpomma na vznik kvantove 
teorie pole, matematicky vicemene nerigorosni, avsak uspesne fysikalni teorie 
- podle knihy Simon-Reed: Metody soucasne matematicke fysiky: 

In the thirties, under the demoralizing influence of quantum 
perturbation theory, the mathematics required of a theoretical 
physicist was reduced to a rudimentary knowledge of the Latin 
and Greek alphabets. 


A budete-li mit nekdy pri cetbe textu pocit, ze jste se s nejakym pojmem 
(ktery prave potrebujete) jeste nesetkali, pouzijte rejstrik! 


7 Velmi rozsirena americka ucebnice (“for handicapped students”, citujeme-li postesk- 
nuti jednoho z uzivatelu teto knihy nad urovni americkych studentu, kterym prednasel...) 
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Poznamka k 2. vydani skript 

V novem vydani skript jsou opraveny zjistene chyby a preklepy; je tez pridano 
nekolik drobnych dodatku. 

Nektere z partii textu - zvlaste z tech, chapanych jako „rozsirujici“ (pro 
ctenare libovolneho rocniku ci veku) by si mozna zaslouzily prepracovani ci 
doplneni. Tyto partie vsak obvykle netvori soucast uvodnich kursu. Mnohe 
casti textu (a nejen ty vymezene symboly ((j) a ( c v 1 )) mohou tedy naopak byt 
pri cetbe vynechany. 

To lze doporucit zejmena ctenari bez specialniho zajmu o fyzikalni apli- 
kace (jako jsou mnozi studenti kursu matematiky a informatiky). Minimalm 
smysluplnou podmnozinu textu mohou pak tvorit napr. (misty mirne okles- 
tene) kapitoly 1, 3 - 8, 17 plus rudimenty kapitol 2, 9, 11. 13, 15, 16, 19. 
(Konzultujte pritom obsah knihy; popr. i strom zavislosti na str. 26). 

Z hlediska oboru, jako je cista algebra a informatika, ovsem ve skriptech 
mnohe zakladni veci stale chybi (jako treba dukladnejsi zminka o jinych 
telesech nez je K ci C, specialne o konecnych telesech) a duraz je misty 
polozen jinam, nez by potreby techto oboru vyzadovaly. Z dalsich vyznacnych 
aplikaci LA zde pak chybi napr. jakakoliv informace o teorii linearnich kodu. 

Avsak samotny fakt, ze linearni algebra ma podstatny dopad i jinde nez 
v sobe same, je snad ilustrovan dostatecne i tak. 

Poznamka k 3. vydani skript 

Kratky termin od rozebrani predchoziho vydani do pripravy noveho tisku 
neumoznil udelat planovane podstatnejsi zmeny a doplnky; bylo pouze opra- 
veno nekolik dalsich zjistenych chyb a pridano jedno cviceni. Do budoucna 
planujeme rozsireni knizky m.j. o obsahlejsi soubor resenych prikladu. Jake- 
koliv namety k dalsimu vydani jsou vitany. 

Pri adaptaci textu 3. vydani DTgXem nam poskytl velmi efektivni a 
rychlou pomoc student 2. rocniku Michal Belda; patri mu nas vrely dik! 





Kapitola 1 

Prvni seznamem 
s predmetem 


Abstraktnost, logicka vystavba a universalnost pouziti pojmu LA jsou rysy 
teto teorie, ktere zacatecnik sotva ocem ihned. Ve snaze probudit jeho mo- 
tivaci a pomoci mu prenest se pres pocatecm abstraktm partie bez zjevnych 
aplikaci uvedeme hned ted’ nektere pnklady situaci, pri jejichz zkoumani 
predmet LA vyrostl a k jejichz popisu jsou pojmy a vety LA uzitecnym 
nastrojem (jak casern uvidime). 

Podnikneme zde kratkou uvodni exkursi do problematiky: 

1. feseni soustav linearnich rovnic 

2. vypoctu objemu (pozdeji i povrchu) 

3. vyuziti symetrii pri zkoumani pravidelnych teles. 

Zminime se tez o metode „linearisace“ jako klicove ideje mnohych pri- 
rodnich ved. 

Potrebny nadhled nad (1) bude pozdeji poskytovat teorie linearnich pro- 
storu, nad (2) teorie determinants a antisymetrickych tensoru a nad (3) 
teorie grup. 

1.1 Gaussova eliminace 

Seznamime se kratce s touto zakladni metodou reseni soustav linearnich 
rovnic. Soustavu m rovnic o n neznamych 

• • • + a \n x n = &1 
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( 1 . 1 ) 


a mi x i + • • • + a, mn x n = b m 

budeme zapisovat pomoci tabulky, tzv. mat ice (podrobneji budeme pozdeji 
mluvit o rozsirene matici soustavv ') 



Vzpomenme si nyni, jak jsme resili soustavy dvou rovnic na stredni skole: 
„vypocitame“ z l.rovnice 


x i 


—~{bl - 0,U.Xn) 


(1.3) 


a dosadime do dalsich rovnic. V reci matic to muzeme prehledneji vyjad- 
rit takto (promyslete): odecteme vhodny nasobek l.radku od ostatnich rad- 
ku tak, abychom dostali novou, „ekvivalentni“ matici (davajici soustavu se 
stejnym resenim jako drive), majici pod clenem a\\ same nulv . 


< an 

a i2 ■ ■ 

a ln 

bi 

\ 

0 

a 2 2 ■ ■ 

■ 0,2n 

b 2 


V 0 

®m2 

■ a mn 

b m 

/ 


kde a 2 2 = «22 - ^7012 atd. 

Pokud je an = 0, musime postup modifikovat: prehodime poradi rovnic. 
Nelze-li ani takto docilit an / 0, tzn. celv prvni sloupec matice je nulovy, 
muzeme zrejme volit x\ libovolne a fakticky potom resime pouze soustavu 
s matici 



Analogicky pokracujeme dale - vynulovanim sloupce pod a 22 (pokud lze 
docilit a 22 A 0 ; jinak volime X 2 libovolne a x\ na zaver vypocteme z prvni 
rovnice pote, co jsme urcili x:\ . x n ze zbyvajicich rovnic) atd. Uvedenym 
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postupem dospejmeme nakonec k „ekvivalentni“ matici (vedouci k temuz 
reseni) tvaru (promyslete podrobneji, procvicte na konkretnich prikladech) 



A \ 

X . 

A 

X . 

A 

X ... 

A 


A 

V 

A ) 


kde krizky (x) oznacuji zarucene nenulove prvky - nekdy zvane pivoty (je- 
jichz prilisna malost by ovsem nepriznive pusobila na numerickou presnost 
vysledku 1 ), od nichz nalevo jsou same nuly, stejne tak jako nalevo od skrt- 
nutym trojuhelnikem oznacenych prvku na prave strane, takze je-li nektery 
z prvku oznacenych A nenulovy, soustava zrejme nema reseni. Jinak piseme 
obecne reseni soustavy (1.6) a tedy i obecne reseni vychozi soustavy takto: 

Necht’ posledni radek, v nemz existuje nenulovy clen, je v poradi A;-ty, 
necht’ a,ki je prislusny pivot, tedy zleva prvni takovyto clen. (Nebudeme jiz 
psat dalsi vlnovky.) Promenne xi + 1 , ...,x n volime nvni libovolne ; promen- 
nou xi dopocteme z rovnice 


O'klXl + . . . + aknXn ~ t>k- (1-7) 


Dalsi postup „smerem nahoru“ je analogicky, ctenar si ho zkusi promyslet 
sam! (Promenne Xj. u nichz se nikdv nevyskytne „pivotni“ koeficient typu 
x, libovolne volime; ostatni promenne Xj postupne (pro klesajici indexy) 
dopocitavame z rovnic 


k=j+1 


( 1 . 8 ) 


kde a,ij je „pivotni“ koeficient.) 


1 Nacrtli jsme jen nejzakladnejsi schema metody, ktera je siroce pouzivana a jejiz pouziti 
La mnoho dalsich, zvlaste numerickych, aspektu, kterymi se zde vubec nezabyvame. 
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1.2 Reseni soustav rovnic a objemy teles 

Omezime se pro nazornost na pripad tri rovnic pro tri nezname. Oznacme 
- 51 ,- 52,53 sloupce matice 


( an ai 2 ai 3 \ / ail \ 

a 2 1 a 2 2 a 2 3 , tedy 5 j = a 2 i atd. (1.9) 

«31 032 033 ) \ 031 J 

Chceme resit soustavu napsanou ve vektorovem tvaru takto: 

(h\ 

x\S\ + xq,S 2 + = b kde 6 = 62 ■ ( 1 - 10 ) 

U ) 

Pro jakekoli tri vektory a, 6 , c G M 3 = RxIxE zavedme oznaceni V (a, 6 , c) 
pro objem rovnobeznostenu R vymezeneho vektory a, 6 , c tzn. telesa tvaru 

R(a , 6 , c) = (a = 2 : 1 a + 2:26 + 2 : 3 c | Xi G (0,1)}. |l.l|| 

Podle znameho vzorce pro objem („zakladna krat vyska“) snadno ovefime 
platnost vztahu - (za 6 dosadime X) promyslete a nakreslete si, co zname- 
na, ze vyska nerneni svou velikost pri prechodu od rovnobeznostenu i?(si,S2,6) 
k rovnobeznostenu i?(si, s 2 , 2 : 353 )) 


F(si,s 2 ,6) = 2; 3 F(si,S2,s 3 ) 


(a podobne pro 211 , 2 : 2 .) Tedy plati vzorec 


F(3l,3 2 ,6) 
^(«1,S 2 ,S3)' 


( 1 . 12 ) 


(1.13) 


Jde o Cramerovo pravidlo, s nimz se setkate v kapitole o determinantu. 


1.3 Vypocet objemu pravidelneho dvacetistenu 

Uz Pythagorejci meli za emblem pravidelny petiuhelnik, obrazec, jehoz po- 
divuhodne vlastnosti byly skryty obycejnym smrtelnikum (a nektere z nich i 
samotnym Pythagorejcum, jak uvidime pozdeji v kapitole o Penroseove po- 
kryti) a jehoz zkoumani musi predchazet studiu dvacetistenu. Uvidime, jak 
symetrie pomaha v reseni teto ulohy. 
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Spocteme nejprve cislo x = cos27r/5 = cos 72°. Pohledem na pravidelny 
petiuhelnik s jednotkovymi vektory e t 


ei 


CviCENl. Nakreslete podobnou hvezdici, 
ovsem z vektoru ei + §2 a podobne. 

Kolikrat vetsi rozmery bude mit, tj. kolik je 

m+szw/ww 

zjistime, ze (oduvodnete podrobne; vsimnete si, ze ve vyrazu nfze pracujeme 
celkem s petadvaceti dvojicemi vektoru, z nichz deset je „blfzkych“, jako napr. 
1 a 2, a deset je „dalekych“, jako napr. 1 a 3) 2 

0 = ||ei + e 2 + e 3 + e 4 + es|| 2 = 5 + 10cos ——I-10cos -y- = (1.14) 

= |#10^ +10(2x 2 - 1), (1.15) 

tedy x = — 1) = |, kde r je tzv. zlaty rez 3 

r ps 0.618, r 2 + r = 1 cili t _ 1 = r + 1. (1.16) 

O „magickych“ vlastnostech tohoto clsla se lze poucit v knihach o teorii cisel. 

Podobne pozorovani plat! i pro pravidelny dvacetisten . majici jak znamo 
12 vrcholu, ktere dale ztotoznime s vektory <§ 1 ,... ei 2 vychazejicimi z pocat- 
ku ve stredu telesa. Doporucujeme zapujcit si nebo lepe sam si vyrobit zmlneny 
dvacetisten. 

Dva vrcholy dvacetistenu totiz bud’ splyvaji, nebo jsou protilehle a nebo 
jsou v posici „blizke“ ci „daleke“, pricemz obou druhu dvojic je po trice- 
ti; kazdy z dvanacti vrcholu ma pet „blizkych“ sousedu a stejne tak pet 
„dalekych“, soucin vsak delime dvema, abychom nezapocetli kazdou dvoj- 
ici dvakrat. Jelikoz ||ei + ... + ei 2 1| = 0, lehce overime, ze cosy? se lisi jen 

2 Nezapomeiite, ze cos 2a = 2 cos 2 a — 1. 

3 Zlaty rez se vyklada jako pomer stran obdelnika, ktery jde rozdelit na jemu podobny 
obdelnik a ctverec. Nedivte se, ze mnohy autor mini zlatym rezem prevracenou hodnotu 
1.618. Zlaty rez je take (dokazte) limitou pomeru sousednich clenu Fibonacciho po- 
sloupnosti, v niz je kazdy clen souctem predchazejidch dvou: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,13, 21, 34 . .. 
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ve znamenku, oznacuje-li ip libel mezi dvema body „blizke“ resp. „daleke“ 
dvojice vrcholu e u e,j. Spocteme tento uhel ip mezi blizkymi vrcholy: 

Volme ocislovani dvanacti vrcholu tak, aby vektor 

e 4 + e 2 + e 3 + e 4 + e 5 (1.17) 

byl kladnym nasobkem eg. Pak je (overte!) 

||ei + e 2 + e 3 + e 4 + e 5 || 2 = 5 + 10 cos ip - 10 cos ip (1.18) 

(v dane petici je pet blizkych a pet dalekych dvojic). Z druhe strany, zpro- 
jektujeme-li ,.... eg do eg, plati 

||e 4 + e 2 + e 3 + e 4 + e 5 || 2 = (5 cos tp) 2 = 25 cos 2 ip. (1.19) 
Tedy cos ip splnuje rovnici 

25 cos 2 (/3 = 5, tedy cos </3 = 5 -1 / 2 (1-20) 

a obiem iiz pomerne snadno dopocteme (proved’te!). 

Cviceni. Spoctete i objemy dalsfch pravidelnych (Platonovych) teles pro 
znamou vzdalenost vrcholu od teziste. Temito telesy jsou ctyrsten, krychle, 
osmisten a dvanactisten; dvanactisten ma petiuhelnfkove steny. 

Nekolik poznamek o principu linearisace 

Linearisujeme-li problemy „jedne“ nezavisle promenne, dostavame z hlediska 
LA objekty vcelku trivialni, totiz jednorozmerne. Tedy LA nema prilis co fici 
ke klasickemu infinitesimalnimu poctu jedne promenne. 

Jina situace nastane pri zkoumani funkci vice promennvch . Tam uz vet- 
sina vyznacnejsich tvrzeni ma sve linearne algebraicke ,jadro“; pokud by se 
LA vyucovala jen jako pomocnik pro analyzu, bylo by logictejsi s algebrou 
zacit az v letnim semestru l.rocniku. I v analyze uslysite mnoho o pojmu, 
ktery se definuje jako „linearni zobrazeni... totiz o diferencialu. 

Mnohe fysikalni zakony (Hookuv, Ohmuv...) jsou linearisovanou versi 
zakonu presnejsich, o to vsak slozitejsich, totiz nelinearnich. Nejpozdeji za- 
nedlouho uvidite, ze cele fysikalni teorie (nerelativistickou mechaniku) lze 
chapat jako „linearisovane verse“ teorii uplnejsich (teorie relativity). 

Na zaver jedna odstrasuiici poznamka . „Linearisovane“ obrazky, jako 
graf nize zobrazujici typicky zaznam zmen prumernych rocnich teplot v ob- 
dobi 10 000 let, 
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ktere casto tvori graficky doprovod nejruznejsich zkoumanych situaci (at’ 
uz jde o kolisani cen akcii na burse, zapis teploty pacienta nebo cokoli ji- 
neho) svedci obvykle o nevelke matematicke gramotnosti autora. Mame-li 
k disposici jen udaje oznacene koleckem, jsou domalovane linearni spojnice 
mezi nimi jenom prekazejicim balastem. Kriticky uzivatel dane informace by 
mel tyto linearni spojnice nejdrive umazat (a teprve pote si pripadne muze 
polozit otazku, jaky typ krivky je vhodne prolozit danymi daty - ci „podel 
nich“). 

Linearisovat problem ma totiz smysl, jsou-li namerene hodnoty rozprostre- 
ny „dostatecne huste“ (vzhledem k rychlosti zmeny derivace zkoumane za- 
vislosti). 

Jako priklady extremne chaotickych funkci vzpirajicich se i pri znacne 
hustem vyberu merenych dat rozumne linearisaci uved’me nedavno publiko- 
vany graf zmen prumerne rocni teploty ve ctvrtohorach (ziskany r. 1993 na 
zaklade mereni prurezu gronskeho ledovce), kde vhodny krok pro linearisaci 
problemu necini miliony ale pouhe desitky let(!) ci v jine skale - grafy 
ruznych elektrickych potencialu a jinych (i nefysikalnich) casovych velicin 
popisujicich cinnost mozku (linearisovat a tudiz jednoduse predikovat treba 
promeny naiad nekterych psychicky nevyrovnanych osob se jevi jako mar- 
ne snazeni nekdy i v rozmezi pouhych vterin(!); k porozumeni takovymto 
promenlivym velicinam je lepe oprit se o poznatky z teorie chaosu ci sta- 
cionarnich nahodnych procesu). Kratce, situace, kdy predlozene udaje maji 
„hustotu nedostatecnou pro rozumnou linearisaci 11 , jsou velmi caste. Doplnu- 
jici udaje bud’ nemame, nebo se domnivame, ze je nepotrebujeme - a navyk 
ze skoly kreslit primky Jako podle pravitka 11 muze presto pretrvavat. 4 


4 Autorum se bohuzel nepodarilo v teto filipice proti lomenym caram byt duslednymi: 
pri kresleni chaotickeho grafu nahore byl pouzit program TjjXCad, prokladajici lomenou 
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Pro nerozumne uzivatele cehokoliv (at’ je to tuzka a pravitko, LA, statis- 
tika ci jina partie matematiky) plati, ze nejlepe by bylo jim dotycny nastroj 
zcela utajit. 

PoznAmka. Ponekud rafinovanejsim zpusobem linearisace je „preparace 
dat metodou integralnich souctu“. Ta je zalozena na pomerne proste mys- 
lence - ze totiz primitivni funkce treba i k velmi „divoke“ funkci - jako 
na predchozim obrazku - uz vypada podstatne „hladceji“, takze prikladat 
pravitko ke grafu primitivni funkce uz smysl mit muze (vezmeme-li pak pri¬ 
mitivni funkci jeste jednou, bude situace jeste lepsi!) 

Vyrok typu „graf roste“ ma pak uz dobry smysl (jenomze je zase obtiz- 
nejsi rici, ceho ze graf to vlastne roste). Nejvedecteji dana metoda vypada, 
pricteme-li k puvodne zkoumane funkci konstantu tak, aby stredni hodnota 
byla rovna nule na danem intervalu. Primitivni funkce pak „muze zacinat i 
koncit v nule“, tzn. vypada obvykle uz jako „luk“, popripade ma tech ohybu 
trochu vice. A uz lze cinit zavery typu: od roku 1770 do roku 1850 se klima 
oteplovalo, pak ochlazovalo do roku 1910, pak zase ... 

TJvodnf poznamka o funkcionalm analyze 

Pouziti LA na nejruznejsi problemy prirodnich ved ve smyslu predchozi po- 
znamky se da shrnout do „hesla“: misto slozite funkce 

/(* l, ■■■,*»>) (1-21) 

zkoumejte jeji linearisaci v okoli daneho bodu v M". 

Toto vsak neni jediny zpusob, jak LA vstupuje do jinych partii mate¬ 
matiky. Takto LA behem 19.stoleti vznikla, avsak pouziti uvedeneho typu 
jiz netvori nejpodstatnejsi cast toho, jak LA interaguje se zbytkem mate- 
maticky nyni. Vyssi stupen abstrakce nabizi disciplina zvana funkcionalni 
analyza. Ta pracuje s vicerozmernymi linearnimi objekty (jako ruzne ne- 
konecnerozmerne prostory funkci) s pouzitim „nazornych“ pojmu znamych 
z geometrie euklidovskeho prostoru. Tento pristup je velmi uzitecny i pro 
ziskani potrebneho nadhledu nad takovou partii, jako je klasicky diferencial- 
ni a integralni pocet. Pojmy funkcionalni analyzy tvori i zaklad soudobeho 
jazyka kvantove teorie. Z tohoto a dalsich duvodu budeme postupne ctenari 
„vnucovat“ funkcionalne-analyticke mysleni i tarn, kde by to zpocatku ani 


caru zvolenymi body grafu.. . 
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neocekaval. Uvidi treba, ze nektere casti analyzy vypadaji z pohledu LA po- 
nekud jinak a leckdy i jednoduseji - napr. Tayloruv vzorec jako exponenciala 
derivace. Uvidi elegantni popis situaci jako je napr. teorie reseni soustav li- 
nearnich diferencialnich rovnic prveho radu s konstantnimi koeficienty, kde 
bez znalosti LA (Jordanova tvaru) nelze problemu vubec porozumet, pokud 
porozumenim minime vice nez nauceni se „kucharce“ odnekud „spadlych“ 
predpisu. 


Dalsi poznamky o predmetu 

LA je mnohem mladsi nez treba analyza. Zatimco jadro klasickeho „kal- 
kulu“ vzniklo v 17. a 18.stoleti, nektere zcela zakladni pojmy LA vznikly 
ani ne pred sto lety, a partie LA blizke svym pojetim funkcionalni analyze 
jsou jenom par desitek let stare. (Nektere jeste ani nepronikly do mnoha 
standardnich ucebnic.) 

Soucasny bourlivy rozvoj geometrie v souvislosti s teoretickou fysikou jis- 
te dale obohati obsah predmetu LA v blizke budoucnosti; srovnatelne rychly 
rozvoj (relativne vzhledem k historickemu obdobi) v analyze probehl napos- 
led snad nekdy v osmnactem stoleti... 

Znamena to take snad, ze LA teprve ceka obdobi zpresnovani a prebu- 
dovani jejich zakladu v analogii s praci Bolzana, Cauchyho,... v zakladech 
analyzy? Asi nikoliv, coz je dano take odlisnou povahou obou predmetu: 
v algebre v jistem smyslu „neni co zpresnovat“ a cesta od nazorneho argu- 
mentu ci uspesne formalni manipulace k precisnimu dukazu je zde mnohem 
primocarejsi nez v analyze. 

Prirovnejme analyzu resp. algebru k dvema nasledujicim detskym cin- 
nostem: staveni hradu z pisku (analyza) a sestaveni hodin ze stavebnice 
(algebra). Vyrok „hrad uz je skoro hotov, zbyva par veci uhladit a zamest“ 
nema pri sestavovani hodin protejsek: ozubena kolecka hodin do sebe proste 
bud’ zapadaji nebo ne („skoro zapadaji“ je nesmysl). Tak je to i s dukazy 
v linearni algebre: jsme-li „skoro hotovi“, jsme obvykle jiz zcela hotovi, za¬ 
timco v analyze byva nekdy od „dukazu podle obrazku“ k presnemu dukazu 
jeste dlouha cesta. 

t| naseho prirovnani muzeme rici: zatimco pri vystavbe hradu z pisku se 
nazory na hotovost dila, vypracovani detailu, uklid atd. mohou lisit podle na- 
tury a poradnosti jednotlivych ucastniku stavby ci prihlizejicich, v pripade 
konstatovani „stavebnice je slozena“ je mozne hodnoceni mnohem jedno- 
znacnejsi. 
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KAPITOLA 1. PRVNl SEZNAMENi S PREDMETEM 


Poznamenejme dale, ze jsme v tato skripta vlozili mnoho poznamek uva- 
dejicich i fakta, ktera zde nejsou dokazana. V takovych pripadech nam slo o 
uvedeni nekterych snadno formulovatelnych (nikoliv nutne snadno dokazatel- 
nych) tvrzeni rikajicich dulezitou dodatecnou, informaci o prave probiranem 
predmetu a jeho souvislostech. Ocekavame namitky typu „ideje a nacrtky 
dukazu nepatri do ucebnic, a vubec uz ne do ucebnic pro zacatecniky“ a 
predesilame, ze s takovymito namitkami nesouhlasime; k vysvetleni toho- 
to stanoviska si roztrid’me tvrzeni a vety objevujici se v textu do nekolika 
skupin: 

1. vety zakladni dulezitosti pro dalsi text, s vyraznou a netrivialni mys- 
lenkou dukazu (leckdy i nesouci nazev autora(u)): tyto dokazujeme 
vzdy, nekdy i vice zpusoby (existuje-li vice moznosti dukazu). Tako- 
vychto vet je jenom 5-10 v kazdem semestru (a kazdy adept na znamku 
alespon 3 by je mel radne zaregistrovat !). 

2. vety rekneme standardni, jejichz dukaz (po uvedeni pripadneho navo- 
du) vyzaduje jistou samostatnou ale „primocarou“ namahu - jako po- 
zorne pronasobeni sum v soucinech apod. - dukaz takovychto vet casto 
prenechame ctenari; nektere z techto vet mohou pripadne mit snadno 
pochopitelny vyznam i pro zacatecnika, ktery v takovem pripade muze 
zpocatku formalni dukaz preskocit a vratit se k nemu pozdeji po zdo- 
konaleni svych formulacnich dovednosti. Dulezitost vet tohoto typu je 
obvykle spise v tom, ze pomahaji ujasnit si roli zakladnich definic dane 
oblasti. 

3. vety sice dulezite jinde, ale okrajoveho vyznamu v uvedenem textu (ne- 
navazuje se na ne dale). Zde se snazime uvest leckdy alespon myslenku 
dukazu, ne vsak vzdy. Nektera fakta jsou proste zajimava dokonce i 
bez dukazu! (Nematematici to vedi...) Bylo nasi vedomou snahou vlo- 
zit takto do textu nejruznejsi doplnujici latku souvisejici s LA (i kdyz 
nemuze byt ani reci o uplnosti naseho vyberu). Soucasna matematika 
(a to i ta „skutecne nepostradatelna“ treba pro fysika) je totiz tak 
rozsahla disciplina, ze zvladnout ji poradne ve smyslu dokonaleho i 
formalniho ovladnuti technickych detailu je ukol prakticky nezvladnu- 
telny pro jedince. Casto je ale potrebne mit treba jen letme povedomi 
o uzitecnych pojmech a metodach - uz proto abychom vedeli, s cim se 
treba potrebujeme v budoucnu vice seznamit. Mame-li volit mezi „ne- 
poradnou znalosti“ (treba i jednoduchou karikaturou jinak mnohem 
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formalne slozitejsi situace) nebo uplnym ignorovanim dulezitych fakt, 
volime prvni moznost. 

V kontrastu k casto vyslovovanemu nazoru, ze jadrem matematiky jsou 
vety a (presne!) dukazy, chceme zduraznit i dulezitost znalosti vhodnych 
metod (a tedy vlastne i vhodnych definic). Zastavame nazor, ze metoda je 
dulezitejsi nez veta - z jedne metody volbou ruznych predpokladu a ruznych 
situaci casto dostavame ruzna tvrzeni. Opacny pripad, kdy jeden dulezity 
fakt se dokazuje ruznymi metodami, je sice velice pozoruhodny, ale pod- 
statne mene casty! Metodu lze vylozit leckdy i v jednoduche karikature; 
vyraznou metodu si lze zapamatovat mnohem snadneji nez technicke pred- 
poklady (ty koneckoncu metoda leckdy prirozene nastoli jiz sama od sebe); 
jeste horsi je, ze nekdy komplikovane predpoklady zatemni vyraznou metodu 
pripadne tuto metodu tak „znetvori“ (spatne zvolene, nekdy i prilis obecne 
predpoklady vety napr.) tak, ze neuvidime pozdeji moznost uplatnit puvod- 
ni jasnou metodu i v situacich, ktere ambiciosne formulovana obecna veta 
jaksi nepredvidala... 

Napr. clovek i letmo seznameny se soucasnou teoretickou fysikou vi, jak 
mnohostranne pouziti casto ve velmi komplikovanych situacich ma ona velmi 
jednoducha metoda integrace zvana „per partes“. Viz koneckoncu i uvedena 
skripta: co maji spolecneho treba ortogonalni polynomy, distribuce apod, 
krome onoho jedineho magickeho slova per partes? Myslet si, ze jedna ab- 
straktni veta z teorie nejakeho „hodne obecneho“ integralu vsechny tyto 
pripady zahrne, je dosti absurdni a hlavne neuzitecna predstava; pokud by 
je treba i momentalne zahrnula, tak se nepochybne brzy objevi nejaka dalsi 
odlisna aplikace. (Mimochodem to, co maji treba distribuce a ortogonalni 
polynomy spolecneho, se spise vyjadri jazykem LA - pojmem transponova- 
neho ci adjungovaneho operatoru - nez jazykem teorie integralu, ktery sotva 
zahrne dve takto odlisna pouziti metody per partes do jedne vety.) 

PqdekovAni. Autori dekuji cetnym kolegum (vcetne mnohych studen- 
tu MFF UK), kteri venovali svuj cas na seznameni se s nekterymi partiemi 
skript a jejichz kriticke poznamky a namety leckdy zanechaly stopu na obsa- 
hu techto skript. Zvlastni diky patri recensentum prof. J. Formankovi, DrSc. 
a dr. M. Znojilovi, CSc. Dalsi reakce na obsah i formu techto skript budou 
vitany; nejlepe na elektronickych adresach uvedenych v zaveru knihy. 











Kapitola 2 

Kdo je grupa a teleso 


2.1 Grupa 

Tato kapitola, striktne vzato, jeste nepatri do linearm algebry. Pojem gru- 
py je vsak natolik ustredmm pojmem algebry (a cele matematiky), ze se 
mu samozrejme nemuzeme vyhnout. Naopak, budeme se snazit tento pojem 
co nejvice ilustrovat v prubehu celeho kursu LA. Zde uvedeme jen nekolik 
nejzakladnejsich pojmu. 

Zacneme tedy konecne vyklad stylem veta, dukaz,... 

Definice grupy. Mnozinu G, na niz je definovana binarni operace tzn. 
zobrazeni 


{(a, b) i-> a + b resp. ab resp. a o 6} : G x G G (2.1) 

nazyvame grupou, plati-li vztahy 

1. Va, (i,c £ G a ■ ■ (b ■ e) .(& 4 1 /)) + c resp. a ■ (b ■ c) = (a ■ b) ■ c 
(asociativita). 

2. 30 resp. 1 E G (takzvany nulovy ci neutralni prvek), ze Va E G a + 0 = 
0 + a = a resp. a ■ 1 = 1 ■ a = a. 

3. Va E G 3 b (tzv. opacny ci inverzni prvek, piseme potom b = —a resp. 
b = a -1 ) takovy, zea + b=b + a = 0 resp. ab = ba = 1. 

Znacime-li operaci jako +, mluvime o aditivnf grupe, piseme-li ji jako na- 
sobeni, jde fee o grupe multiplikativm, jindy jde o „komposici“ apod. 
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KAPITOLA 2. KDO JE GRUPA A TELESO 


Cviceni. Dokazte jedinecnost neutralniho a inversnfho prvku. 

Definice. Grupu nazveme komutativni nebo Abelovou, je-li Ma, b E 
G : a + b = b + a. (Znak „+“ jsme vyhradili jen pro Abelovy grupy.) 

Definice. Podmnozina G, ktera je uzavrena na binarni operaci 
grupy G a unarm operaci inverse, se nazyva podgrupou G. Podgrupa P C 
G je normalni podgrupou G, plati-li 

Mg(EG 5-P = {S'P,peP} = {p-9,peP} = P'9 (2.2) 

Tody a ■ P = {a • p, p E P} lze nasobit (pro normalni podgrupu P!) podle 
vzorce (a-P) • (6-P) = {(a ■ b) • P). Tento vzorec je korektni prave tehdy, jde-li 
o normalni podgrupu, nebot’ moznost napsat jakykoliv soucin apbp' tez ve 
tvaru abp" je ekvivalentni moznosti napsat jakykoliv prvek pb tez ve tvaru 
bp"p'~ l = bp'". Vzniklou grupu nazyvame faktorgrupou grupy G podle J? 
a oznacujeme G/P. (Tento pojem, jakoz i nasledujici pojem direktniho a 
polodirektniho soucinu, bude pro zacatecnika asi velmi abstraktni a proto 
tezky; je mozno ho pri prvnim cteni vypustit.) 

JinA definice. Pozadavek Mg E G g ■ P ■ = P ■ g lze prepsat take 
jako Mg e G g ■ P • g = P, coz je duvod, proc normalni podgrupe take 
rikame invariantni (mineno vuci tzv. vnitfnim automorfismum : p i;^> 
gpg~ l ). P je tedy normalni podgrupou G prave tehdy, kdyz 

V# E G, p E P gpg- 1 E P. (2.3) 

Tento vztah vyjadruje gPg -1 C P, a jelikoz plati i pro g -1 : g 1 P<; C If 
P C gPff -1 , je ekvivalentni gfg^ 1 = P. 

Pojem normalni podgrupy by se nedockal doceneni bez zavedeni nasle¬ 
dujici konstrukce. 

Definice morfismu. Zobrazeni 4> '■ G —>■ G mezi dvema grupami na¬ 
zveme morfismem nebo homomorfismem, prenasi-li grupovou operaci, 

tzn. _ 

4>{a ■ b) = 4>{a)~4>{b ), 0(1) = T, 0(a _1 ) = 0(a) -1 (2.4) 

Vlnka zde oznacuje binarni operaci, unarm operaci „vybrani inversniho prv¬ 
ku" nebo nularni operaci „vybrani neutralniho prvku“ v G. Budiz znamo, ze 
morfismus, ktery je surjekci, to jest funkci „na“, se nazyva epimorfismem 
a monomorfismem je morfismus v pripade, ze funkce je injekci (tj. kdyz 
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je prosty, ruznym priradi ruzne). (Mnemotechnicka pomucka SEMI ci MISE 
slozena z pocatecmch pismen techto zobrazeni vam vzdy pripomene, ktere 
je ktere.) Je-li 4> obe, to jest zobrazem je bijekci, vzajemne jednoznacnym 
prirazemm, mluvime o isomorfismu. 

Definice jAdra. Jadrem homomorfismu ip : G —>■ G nazveme mno- 
zinu vzoru neutralniho prvku z G. Dokazte, ze jadro kazdeho morfismu je 
normalni podgrupou G a naopak, je-li G normalni podgrupou G, je G 
jadrem morfismu {a:i-»a:-|-G}:G—» G/G . 

Definice centra. Centrem grupy G nazyvame jeji podmnozinu Z(G) 
tech prvku s, pro nez 

Vg € G sg = gs , (2.5) 

a je to tedy podgrupa (gs 1 = sxg, gs 2 = s 2 g =► g(sis 2 ) = ( sis 2 )g ) a to 
dokonce normalni, protoze gsg^ 1 = sgg = s. 

Definice prostoty. Grupu nazyvame poloprostou (polojednoduchou), 
neobsahuje-li zadne vlastni 1 normalni Abelovy podgrupy. Grupa je prosta 
(jednoducha), neobsahuje-li zadne vlastni normalni podgrupy. (U Lieovych 
spojitych grup, diskutovanych dale, slovo „zadne“ musime chapat jako „zad- 
ne krome diskretnich“.) 

PRIMY SOUCIN GRUP. Typickym prikladem grupy, ktera neni prosta, je 
direktni neboli primy (take kartezsky) soucin grup AxB. Jde o kartezs- 
ky soucin techto grup s jednotkovym prvkem (1^,1^), inversnim prvkem 
(a, 5) _1 = (a _1 ,6 _1 ) a s operaci definovanou vztahem (ai,&i) o (a 2 ,b 2 ) = 
(ai o a 2 , b\ o b 2 ). Jeji pocet prvku je tedy roven soucinu poctu prvku grup A 
a B (v pripade spojitych grup je jeji dimense rovna souctu dimensi grup A, 
3). 

Takova grupa ma za svoji normalni podgrupu jak grupu isomorfni A 
(s prvky (a E A, Is)), tak grupu isomorfni B. 

Cviceni. Ilustrujte uvedene pojmy na nasledujicich prikladech grup: 

1. (M,+), jeji podgrupy (Q,+) a(Z,+), (M\{0},-), (Q\{0},-), • • • Existuje 
morfismus {atF-* #} : (M, +) -> (M \ {0},-), protoze e a+b = e a ■ e b a 
dokonce isomorfismus na grupu (R + , ■). 

1 Vlastni znamena netrivialni: Grupa ma vzdy dve trivialni normalni podgrupy, sebe 
samu a grupu obsahujici jen neutralni prvek. 
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2. „ruleta“ Z n = {0, 1, 2, ..., n — 1} (* 0 j) = ( i + j) modulo n. 

Je isomorfni multiplikativni grupe n cisel rovnomerne rozestavenych 
po jednotkove kruznici, jednim z nichz je jednotka 2 : {a E Z„ ^ 
exp(27r*a/n)} : Z n — > podgrupa C. 

3. „spojita ruleta“ Ui = {z e C; \z\ = 1 } s nasobenim komplexmch 

cisel. Lze sestrojit morfismus {'Afirf exp(*®)} : (Uj. ■) nebo 

isomorfismus z aditivni grupy trid realnych cisel lisicich se o nasobek 
2n (scitani modulo 2tt). 

4. Permutace na mnozine & skladani, viz dale. 

5. Premisteni cili shodnosti v elementarni geometrii a ruzne podgrupy 
na zpusob symetrie teles (napr. isometrie dvacetist^nu), symetrie 
krystalu apod. 

6 . Krystalograficke grupy, v dvojrozmernem pripade symetrie dlazde- 
ni. Pohled’me na obrazky ve specialni kapitole (a na text na strane 122) 
venovane temto otazkam a charakterisujme grupy tarn pojmenovane 
„prostorova“, „bodova“ neboli „krystalograficka“ a „stacionarni“. 

7. Pojem grupy je ustfednim matematickym pojmem i jinde ve fysice. 
Ve standardnim modelu elementarnich castic, to jest teorii kvarku, 
leptonu a zprostredkujicich bosonu, je dulezita grupa symetrii SU 3 x 
SU 2 x Ui, ruzne teorie velkeho sjednoceni se snazi tuto grupu vylozit 
jako podgrupu grupy vetsi, napr. SU 5 a heteroticke stringy se ji snazi 
docilit z grupy §0 32 nebo E 8 x Eg. 

8 . Historicky se pojem grupy poprve objevil zacatkem 19.stoleti (to jest 
po roce 1800) pri zkoumani (ne)resitelnosti algebraickych rovnic stup- 
ne alespoii pateho. Galois svuj objev sepsal pres noc, nasledujici den 
mel souboj kvuli neznemu pohlavi a nechal se odprasknout. 

9. Radujme se, ze v poslednim desetileti byla dokoncena (snad) klasifika- 
ce velke tridy grup, totiz konecnych grup, do niz patri grupy krysta¬ 
lograficke, grupy permutaci, stejne jako grupa symetrii dvacetistenu a 
jinych teles a dalsi, take grupa vsech operaci, ktere lze provest s Rubi- 
kovou kostkou. Klasifikace konecnych grup je dilem srovnatelnym (i 
vahou prislusne knihy) s atlasem sveta a je vysledkem enormniho usili 
nekolika generaci algebraiku. 

2 Pripommame, ze exp(ia;) = cosx + isinx. 
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Konecne Abelovy grupy. Neskonale prostsi ulohou je klasifikace ko- 
necnych komutativnich grup - dokonce vsech konecne generovanych (s konec- 
nym generatorem), kterym porozumite sami, zobecnite-li pojem direktniho 
soucinu na libovolne mnozstvi cinitelu. 

Veta. Kazda konecna Abelova grupa je isomorfni primemu soucinu 
vhodnych cyklickych grup, ktere jdou dokonce volit tak, ze kazda z nich ma 
pocet prvku rovny mocnine prvocisla (pozor, rady grup-cinitelu se mohou 
opakovat). 

^ = % p ( i)n(i) x ^p( 2 )«( 2 ) x • • • x napr. Z 75 = Z 3 x Z 25 . ( 2 . 6 ) 

Vsimnete si, ze napr. grupa Z 4 neni isomorfni primemu soucinu Z 2 x Z 2 
- napriklad proto, ze druha mocnina kazdeho prvku druhe z grup (nikoliv 
vsak prvni) je jednotkovy prvek. 

Definice. Rekneme, ze mnozina ICG generuje grupu G, jestlize 
Mg E G 3 n 3«i, a 2) o„ : ze Mi(a,i 6 A nebo a^ 1 E A) a ze (2.7) 

g = a\a ,2 ■ ... ■ a n . (2-8) 

(Nektera a, mohou byt stejna.) Grupa generovana jednoprvkovou mnozinou 
se nazyva cyklicka (napr. Z n nebo Z) a je vzdy komutativni . coz dokazte. 


2.2 Permutace 

Motto. 

Mate permutace radi? Radi mate permutace? Permutace radi mate? 
Radi permutace mate? Permutace mate radi? Mate radi permutace! 
Permutace je vzajemne jednoznacne (tj. proste a „na“) zobrazeni ob- 
vykle konecne mnoziny na sebe. 

Pojem. Permutaci p : X oznacime za transposici, existuji-li 

1 / 1 / 6 X takove, ze p(x) = y , p(y) = x a jinak p(z) = z pro z E X \ {x, y}. 


Definice. Jakoukoli usporadanou n-tici (xi,X 2 , ■ ■ ■ ,x n ), pokud p(xi) 
= Xi- |_i pro i = 1 ,..., n — 1 a p(x n ) = x\ nazveme cyklem permutace p 
delky n — 1 . 
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O 

O 


Tato situace pro 
permutace nenastane: ^ 

(nebylo by proste) 


Definice. Usporadame-li prvky X do posloupnosti (1,2,..., n) (kde n 
je pocet prvku X), muzeme permutaci znazornit tabulkou 


1 

2 

3 

4 


n 







p(l) 

P( 2 ) 

P(3) 

P( 4 ) 


p( n ) 


Kazdou dvojici typu i < j , kde p(i) > p(j) nazveme inversi tabulky 
(permutace). (Budeme mluvit o i. j-inversi.) Sipky a ramecky budeme nadale 
vynechavat. 

Tri ekvivalentm definice znaku (znamenka) permutace 

. znak!p= (—l)P°cet inversi p 

• znak 2 P = ( —l) suma delek cyklu p te( jy ^_^pocet cyklu liche delky 

• znak 3 p = (—1)^, kde k je pocet transposic T) nutnych k sestaveni 
permutace: p = Tj o ... o T*. 


Veta. Pojem znaku permutace je dobre definovan a vsechnv tri defini- 
ce urcuji totez. Permutacim s kladnym resp. zapornym znakem (znamenkem) 
rikejme sude resp. liche. 

Dukaz. 

1. znak i = znak 3 : Zakladniskutecnosti, jizje treba dokazat, je, ze prida- 
me-li k permutaci S transposici T, zmeni se pocet inversi o liche cislo. 
Necht’ tedy P = SoTij, kde Tij je transposice meniciprvky i / j. Pak 
ma permutace P tabulku, v niz je v druhem radku proti permutaci S 
vymeneno i-te a j-te cislo. Inverse i,j bud’ zmizi nebo se objevi (v P 
proti S, to je to „liche cislo“), inverse, kterych se neucastni ani i ani j, 
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zustanou a u invar si typu i. a a a. j (kde a je libovolny prvek tabulky) 
se bud nic nezmeni, nebo obe zmizi, nebo obe vzniknou, nebo jedna 
vznikne a jedna zmizi. 

Z toho plyne nejen rovnost znaku, ale i jednoznacnost definice znak 3 , 
protoze znak i je definovan jednoznacne. 


2. znak 2 = znak 3 : Kazdou permutaci lze slozit z cyklu a kazdy cyklus 
delky n lze rozepsat na komposici n transposici. Napr. 


(l 2 

3 4^ 

1 - 1 

^12 3 

4 ) 

^ 2 3 

4 

1 - 1 

^213 

4 J 


(2.9) 


( 1 2 3 4 A / 1 2 3 4 \ 

^ 1 3 2 4 y ° \ 1 2 4 


( 2 . 10 ) 


Vyhodnocujeme-li pravou stranu, to jest zjist’ujeme-li, co vysledna per- 
mutace priradi treba trojce, je nutne nejprve precist, co priradi trojce ta 
uplne prava permutace (4), druha zprava priradi ctyfce ctyrku (4) a leva 
teto ctyfce ctyrku. Proto nalevo napiseme pod trojku ctyrku. 


Muzete si take promyslet, kterak v permutaci, ktera obsahuje dva cykly, lze 
tyto dva cykly „slepit“, slozfme-li tuto permutaci s nejakou transposici, preha- 
zujfcf dva prvky, kazdy z jednoho cyklu, a naopak, slozfme-li tento cyklus znovu 
s touto transposici, dostaneme dva cykly: 



CVICENI. 

1. Sude permutace tvorf normalnf podgrupu A n grupy vsech permutaci S n . 
Co je faktorgrupou? 

2. Dokazte tuto vetu: Zobrazenf {p i-> znakp} : P(X) —> Z 2 je morfis- 
mus grupy P(X) vsech permutaci na mnozine X do multiplikativnf grupy 
{#1,-1} a ta je isomorfnf cyklicke dvojprvkove grupe Z 2 = {0,1} se 
scftanfm modulo 2. Sude permutace jsou jadrem tohoto homomorfismu. 




34 


KAPITOLA 2. KDO JE GRUPA A TELESO 


3. (Jeste ke grupam obecne.) Grupa vsech otocenf a posunutf trojrozmer- 
neho prostoru (uvazujme jen ty, ktere nemenf orientaci) ma za normalnf 
podgrupu grupu vsech posunutf. Naopak podgrupa vsech otocenf fixujfcfch 
pocatek nenf normalnf. Ukazte, proc. (Dve ruzna, vzajemne neinversnf oto¬ 
cenf nemohou dat dohromady identitu, ac je navfc skladame s translacemi 
vjakemkoli poradf.) 

POLOPRIMY SOUCIN GRUP fftl. Poslednf cvicenf bylo typickym prikla- 
dem, kdy lze grupu G vsech isometrif popsat jako poloprfmy sou£in grup 
A x B, kde B je normalnf podgrupa (delitel) G (v nasem prfpade je B grupou 
vsech translacf) a A je isomorfnf faktorgrupe G/B. 

Polodirektnf (semidirektnf) souCin grup A x B je tedy kartezsky 
soucin techto grup s operacf definovanou podle 

(ai,&i)(a 2 ,&2) = {a x a 2 ,b x bV)>, (2.11) 

kde b a = a(a)b je symbol ucinkovanf grupy A na grupe B (cili nektereho 
zvoleneho morfismu grupy A do grupy automorfismu B, cili grupy vsech iso- 
morfismu B do sebe). Konkretne v nahore uvedenem priklade si uvedomte, ze 
rotace generuje prirozenym zpusobem automorfismus grupy translaci, ktery 
dane translaci priradi translaci ve smeru prislusne otocenem. (Zvolime-li tri- 
vialnf morfismus a, ktery kazdemu a priradi identicky automorfismus grupy 
B, dostaneme obycejny prfmy soucin A x B.) Kazdy si muze nalezt inversnf 
prvek k (a, b) (nebo alespon overit, ze jim je), jednotkovy 

prvek je ( 1 ^ 4 , 1 b) a asociativitu overfme zde: 

[(ai,6i)(a 2 ,&2)] (03,63) = {0,10,20,3, bib% 1 b ( f ia2) ) 

( 01 , 61 ) [{a 2 ,b 2 ){a 3 ,b 3 )] = ( 010203 , bi^b^Y 1 ) 

Prvni slozky obou vysledku se rovnajf evidentne, ale rovnaji se i druhe, pone- 
vadz (upravujeme druhou komponentu v druhem vysledku) plati nasledujici 
vzorce plynouci z toho, ze a(a ) jsou automorfismy grupy B. 

{b 2 b a 3 2 ) a 1 = b a 2 l {b a 3 2 ) ai = 6 “ 1 4 aia2) (2.13) 

Dalsfm prfkladem poloprimeho soucinu je 2n-prvkova grupa A n symetrif 
pravidelneho n-uhelnika, ktera je polopfimym soucinem (presneji je mu iso¬ 
morfnf) grupy Z 2 (hraje roli A) a grupy (ktera je normalni podgrupou 
An)- (<?) 
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2.3 ftesil vy byste rovnici pateho stupne? 

(0) Tuto sekci jsme nenazvali Galoisova teorie , abychom prilis nepodrazdili 
pripadne na vetsi formalm presnost si potrpici znalce teto teorie, ale presto 
doufame, ze hloubave studenty inspiruje k dumani o reseni rovnic vyssich 
stupnu. 

Mnozi jsou presvedceni, ze vzorec pro reseni algebraicke rovnice libo- 
volneho stupne musi existovat. Proto hned na pocatek predvedeme jeden 
duvod, ktery snad viru techto osob v existenci vzorce podlomi: 

Hledame-li koreny rovnice (vydelili jsme koeficienty u nejvyssi mocniny 
a zavedli stridava znamenka) 

x n — ax n ~ 1 + bx n ~ 2 — cx n ~ 3 H— ... = 0, (2-14) 

chceme vlastne rozlozit tento polynom na soucin korenovych £initelu 
x n — ax 7 *- 1 + bx n ~ 2 — ex? — ... = {x — x\)(x — X 2 ) ■... ■ (x — x n ). (2.15) 

Roznasobime-li pravou stranu a uvazime, ze se musi rovnat vsechny koefici¬ 
enty u jednotlivych mocnin x, zjistime, ze a je souctem vsech korenu (kladne 
vzatym diky nasi znamenkove konvenci), b je souctem vsech soucinu dvojic 
ruznych korenu atd. 

Vsimneme si, ze vsechny koeficienty jsou invariantni 3 vuci libovolne per- 
mutaci korenu, a toto bude zajiste platit pro jakekoli jejich funkce ( a 2 —b ...). 
Nezda se vam tezke z nich ziskat vyraz natolik asymetricky, jakym je x \ ? 

Jak to vlastne delame u kvadraticke rovnice 

x 2 — ax + b = 0 , kde a = x 1 + 2 : 2 , b = x\-X 2 } . (2.16) 

Umocnime a na druhou, dostaneme x 2 + 2 ^ 1 X 2 + x^, odecteme 4 b a zbude 
nam x 2 — 2xix% + x 2 , coz po odmocneni d;iva , ':.ti(.r 1 — x 2 ). Prictenim a a 
vydelenim dvema dostavame koreny. 

Z uvedeneho postupu je snad zrejme, ze ruzne koreny dava (jeden) vzorec 
proto, ze volime ruzne hodnoty odmocnin. (Zde, v pripade druhe odmocniny, 
jde o dvojznacnost znamenka, n-ta odmocnina je n -znacna funkce.) 

Chcete-li si odvodit vzorce pro reseni rovnice tretiho a ctvrteho stupne, 
doporucujeme vam sestavit si tabulky, kterak vyjadrit ruzne (vuci permuta- 
cim korenu) invariantni polynomy korenu, napr. 

xj+x% = a 2 — 2b. 

3 Nezmem se, permutujeme-li koreny. 


(2.17) 
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(2.19) 


Pro kubickou rovnici pak pohledite na vyraz (u> = exp27u/3 je „primitivni 
hodnota“ \^1) 

i 4 ujx2 + u 2 x 3 (2.18) 

a uvedomite si, ze pokud se vam podari vypocitat tento vyraz z koeficientu, 
budete mit takrka vyhrano. (Prictete k vyrazu zrcadlovy x\ + lo 2 x 2 + ujx 3 
a soucet korenu x,\ 'P at 2 + x 3 a dostanete 3xi; vidime, ze vzorec pro koren 
bude mit tvar souctu dvou tretich odmocnin a a/3.) 

Zaroven treti mocnina daneho vyrazu vypada symetrictejsi vuci permu- 
tacim korenu (a tak by se mohla lepe vyjadrovat pomoci koeficientu), neni 
vsak uplne : 4 

( X\ + LOX 2 + U) 2 x 3 ) 3 = x\+ x\+ x\-\- ftX\X2X 3 -\- 
+'$ oj ( x 2 X2 + 2:22:3 + 2:32:1) + 3 w 2 ( 2 : i 2:2 + 2:22:3 + 2:32:1). 

Pfepsanim u> do tvaru (—1/2 + iy/ 3/2) dospejeme radostne ke stavu, kdy 
jediny vuci permutacim neinvariantni clen bude 

y'3\/3/2(2: 2 2;2"T x % x 3 + x 2 x \ — xix 2 — 2:22:3 — 2:32:1). (2.20) 

Ten ovsem jiz lze ziskat jako druhou odmocninu vyrazu vuci vsem permuta¬ 
cim invariantniho podobne, jako ir^u kvadraticke. (Pod onemi scitanymi 
tretimi odmocninami bude soucet nejakych polynomu z koeficientu a jakesi 
druhe odmocniny.) 

Provedete-li naznacene kroky, dospejete k reseni: jeste je vsak uzitecne 
substituci x = y — a/3 rovnici prevest do formy s nulovym koeficientem u x 2 , 
coz se projevi tim, ze lze vyskrtat vsechny cleny obsahujici a. Zaverem bude 

Cardanuv vzorec: rovnice 


b py + q = 0 


( 2 . 21 ) 


ma koreny (ruzna znamenka pred druhou odmocninou prave zajist’uji „zrcad- 
lovost“ vyrazu) 


y = \- 




1 


( 2 . 22 ) 


Podobne lze v radikalech (pomoci odmocnin) vyresit i rovnici ctvrteho 
stupne (zkuste si to). Pro odvozeni je treba znat triky pro reseni rovnice 
kubicke. Zkusite zacit s vyrazem 


(2:1 + 2:2 - 2:3 - 2:4). 


(2.23) 


4 Vyraz pak napiseme ve tvaru treti odmocniny teto „treti mocniny". 




2.4. NEHMOTNA TELESA 


37 


Teprve potom trochu pochopite, proc nelze resit rovnice vyssich stupnu, 
shrnete-li postup reseni: 

Z koeficientu jsme vzdy sestavili (symetricky vuci §„) vyraz, odmocnili, 
a dostali tak formuli F, ktera se nasobi nekterou odmocninou z jednotky od- 
povidajiciho stupne pri urcite permutaci korenu. Nasli jsme tak charakter 
(morfismus do Ui) grupy dosud pripustnych permutaci. Tim, ze k takove- 
mu vyrazu pricteme vyraz symetricky nebo zrcadlovy, dostaneme vzorecek, 
ktery zcela meni hodnotu pri permutacich, vuci kterym neni F invariantni. 
Zajimame se tedy jen o podgrupu permutaci, ktere F nechavaji beze zmeny 
(rikejme tomu naru§eni grupy symetrii S n do <G, napr. A n ). Tato gru- 
pa G je normalni podgrupou grupy predchozi, jako kazde jadro charakteru. 
Tvorbou novych vyrazu a dalsim odmocnovanim postupne narusujeme grupu 
symetrii daneho vyrazu az na 1 a, grupu obsahujici jen identickou permutaci. 

Naruseni grupy probiha S 2 —5- A 2 = 1 q resp. S 3 —>■ A 3 —> resp. S 4 —> 
A 4 —> B 4 —V 1 g, kde B 4 je (lokalni) oznaceni pro ctyrprvkovou podgrupu A 4 
isomorfni Z 2 x Z 2 s prvky 

(1,2,3,4) ->• {(1,2,3,4), (2,1,4,3), (3,4,1,2), (4,3,2,1)}. (2.24) 

13 vyssich stupnu postup nelze realisovat, ponevadz znama veta (obsaze- 
na v ucebnicich algebry) rika, ze grupa A n je prosta pro n > 4. Prostotu A 5 
(vzorce pro rovnice vyssich stupnu by nam umoznily odvodit i vzorec pro 
rovnici pateho stupne) dokazete tak, ze si uvedomite, ze pripadna normal¬ 
ni podgrupa grupy A 5 by musela (aby nebyla trivialni) obsahovat alespon 
jednu neidentickou permutaci p, ktera muze mit v pripade peti prvku jednu 
z nasledujicich struktur cyklu: cyklus delky 4, cyklus delky 2, dve transpo- 
sice. Aby vsak byla normalni, musi obsahovat s permutaci p vsechny prvky 
9PQ l i 9 ^ A 5 , a tudiz (jak zjistite) by musela obsahovat vsechny prvky 
stejne struktury cyklu. Z pozadavku uzavrenosti na komposici vsak vyvodi- 
te, ze musi obsahovat vsechny permutace z A 5 (a jde tedy stejne o trivialni 
podgrupu), protoze cyklus delky 2 lze zapsat jako komposici cyklu delky 4 
apod. (<?) 

2.4 Nehmotna telesa 

Seznamime se s priklady algebraickych struktur proti grupe bohatsich o dalsi 
operaci. 

Definice. Mnozinu M se dvema binarnimi operacemi a nazveme 

okruhem, plati-li 
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1. a + b — b + a 

2. (a + 5) ■ Aifi a, + (b + c) 

3. a ■ (b ■ c) = (a ■ b) ■ c 

4. 30 : o + 0 = 0 ,h •= o 

5. V5 3 a a + b = 0 = b + a , (6 = -a) 

6. 31 : a - 1 = 1 - a = a 

7. a(5 + c) = ab + ac 

8. (a + b)c = ac + be 

Priklad. Zobrazeni na M" mohu skladat („o“), ale i scitat („+“) : (<^ + 
ip)(a) := cp(a) + ip(a). Nejde vsak jeste o okruh (co nenf splneno?) Okruh 
dostaneme, bereme-li linearm zobrazeni (viz dale). Podrobnejsi diskusi techto 
a dalsich pribuznych pojmu (obor integrity...) viz algebraicke ucebnice. 
Nas bude dale nejvice zajimat nasledujici specialni pripad okruhu: 

Definice. Okruh nazveme t^lesem, pokud 

Va G M \ {0} 3b G M, ze (2.25) 

ab = ba = 1 a znacime b = a -1 . (2.26) 


Priklady teles. 

1. kde p je prvocislo - cyklicka grupa s p prvky: Telesem Z p zde 
minime teleso cisel { 0 ,... ,p — 1 } se scitanim a nasobenim modulo p 
(zbytek po deleni p); je videt, ze v pripade, ze p neni prvocislo (napr. 
77), najdeme v Z p nejake s nim soudelne cislo (napr. 14), jehoz kazdy 
nasobek (modulo p) bude delitelny jejich nejvetsim spolecnym delite- 
lem (zde 7) a tedy nemuze byt roven jednicce (ze Z p ); nenajdeme tedy 
inversni prvek. Naopak, je-li p prvocislo, najdeme pro kazde nenulove 
i G Z p inversni prvek (napr. v Z 7 jsou inversni prvky k 1,2,3,4,5 ,6 po 
fade 1,4,5,2,3, 6 , treba 5 ■ 3 modulo 7 = 1.) 

2 . Krome Z p s prvociselnym p lze sestrojit komutativni telesa, ktera maji 
p n prvku (mocnina prvocisla), ktere si lze predstavit jako polynomy 
nejvyse (n — l)-niho stupne s koeficienty ze Z p , se scitanim modulo p 
v kazdem stupni x a nasobenim modulo nejaky vhodny (ireducibilni, 
to jest nerozlozitelny na soucin jednodussich) polynom n-teho stup¬ 
ne. (Operace modulo polynom n-teho stupne se provadi odecitanim 
soucinu tohoto polynomu s nejakymi a:*, dokud nedostaneme polynom 
nejvyse (n — l)-niho stupne.) 
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3. (Q, +, •). Vite, jak se nasobi a scitaji zlomky? 

4. (K, +, ■) a jeho nejvetsi komutativni nadteleso (C, +, ■). 

Proc nejsou uzitecna treba rt-komplexni cisla x = a + bu, u 2 = 1? 
Inversni cislo k x lze psat jako x = (a — bu)/(a 2 — b 2 ) a neexistuje 
pro x = - z puristickeho hlediska tedy nesplnuje axiomy pro 

teleso. 

Zasadnejsi je, ze takova rt-komplexni cisla se rozpadaji na dve nezavisla 
realna cisla; napiseme-li dve n-komplexni cisla ve tvaru 

x = a^-— + y = c l±l + d lA^L (2.27) 

2 2 2 2 

lze potom zapsat soucin xy jako soucet dvou slozek, z nichz prva je 
soucinem jen prvych slozek cinitelu a druha je soucinem druhych: 

xy = ac ~^— + bd ~Y~ ^ 2 ' 28 ^ 

Presne tak se nasobi diagonalni matice x resp. y s cisly a, b resp. c, d 
na diagonale. (Over uvedena fakta.) 

5. Mnozina cisel typu {m + ^/p . n m ^ 7, n e T) pro p E T, y/p £ T pro 
dane teleso T (zprvu T = Q) jsou telesa, hrajici velkou roli v dukazech 
nemoznosti trisekce uhlu apod. 

6. U kvaternionu se pozdrzime trosku dele. 

Kvaterniony, nejvetsi nadteleso telesa M, objev Williama Rowana Ha- 
miltona (podle neho znacime teleso H) z roku 1843. Patri k nejcasteji ci- 
tovanym prikladum „zablesku genia“ v matematicke literature, o cemz se, 
spolu s popisem vyjimecne osobnosti W.R.Hamiltona, muzete docist napr. 
v casopise Math. Intelligencer 11/2(1989). 

Chceme-li mit teleso s vice nez jednou imaginarni jednotkou (pouhe dve 
nestaci, jak se da nahlednout), aby 

i 2 = j 2 = k 2 = ... = —1, (2.29) 

predepiseme-li jeste vztah nize a uvazujeme-li jen tri jednotky i,j, k 


ij = k, 


(2.30) 
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je uz vse dalsi urceno definici telesa, vztahy napr. 

ij = k =>• i 2 j = ik ^ —ik = j apod. (2-31) 

Kvaterniony jsou tedy „cisla“ tvaru 

x = a + 0i + jj jj-Sk. {a, ji. 7,5} Cl (2.32) 


scitajici se zrejmym zpusobem a nasobici se v souladu s distributivnim za- 
konem a s pravidly (vsimnete si nekomutativity) 

i 2 = j 2 = k 2 = —1, ij = k = —ji, jk = i = —kj, ki = j = —ik. (2.33) 


Vsechna mozna nadtelesa C s maximalni dimensi jsou isomorfni s kva¬ 
terniony. Pri dukazu se vyuziva vhodna volba kombinaci 7-maginarnich jed- 
notek, aby byly splneny podminky i 2 = j 2 = k 2 = ijk = — 1. 

Pokuste se najit x^ 1 . ... Nevite-li, prozkoumejte cislo 


a fii -yj Sk 
a 2 + /3 2 + 7 2 + S 2 


(2.34) 


V citateli je sdruzeny kvaternion, ve jmenovateli ctverec jeho normy. 


2.5 Cayleyova cfsla 

((j) Jeste vetsi „teleso“ nez kvaterniony dostaneme, opustime-li pozadavek asocia- 
tivity nasobeni. Kazde Cayleyovo cislo neboli oktonion ma svuj oboustranny 
inversni prvek. Zname-li distributivni zakon a prirozeny zakon scitani, tak jedine, 
co je treba najit pro nalezeni jejich struktury, je multiplikativni tabulka imaginar- 
nich jednotek. 

Prozrad’me hned na pocatku, ze algebra Cayleyovych cisel (znacme ji O) ma 
imaginarnich jednotek sedm, je tedy osmirozmernym prostorem nad M. Muzete si 
promyslet, proc v jine dimensi nic podobneho nefunguje. 

Pokud se dozvite, ze obsahuje za sve podteleso kvaterniony (a ze ctverec kazde 
imaginarni jednotky je —1), jiste vas symetricko-esteticke duvody privedou k vire, 
ze kvaterniony obsahuje vicekrat: rikejme kvaternionicka trojice trojici Cayleyo¬ 
vych cisel (obvykle imaginarnich jednotek), ktere se chovaji jako i,j,k. Oznacime-li 
imaginarni Cayleyovy jednotky jako i, j, k, A, B, C, D, napadne nas, ze (krome ijk ) 
take ABC mohou tvorit trojici. Hned se ale dostaneme do nesnazi, protoze souciny 
iA a iB musi byt oba ±D (chceme-li, aby soucinem dvou imaginarnich jednotek 
byla plus minus jina) a soucin iD jiz nelze definovat v souladu s pozadavkem, aby 
kazde dve ruzne jednotky spolu s jejich soucinem tvorily trojici. 
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Existuje vsak reseni; ctverice ABCD lze rozdelit na dvojice trend zpusoby, ke 
kazdemu zpusobu lze priradit jednu jednotku z {i,j, k}. Tedy budeme mit sedm 
imaginarnich jednotek, jejichz ctverce budou —1, ktere navzajem antikomutuji, a 
kvaternionicke trojice ziskaji tvar (z jistych duvodu je treba psat iDC, kCB misto 
iCD, kBC) 

ijk, iAB, iDC,jAC,jBD, kCB, kAD. (2.35) 

Vsimnete si, ze kazda dvojice jednotek je v prave jedne trojici, a jeji soucin je tedy 
dobre definovan. Priklad neasociativity je 

(ij)A = kA = D^-D = iC = i{jA). (2.36) 

Podobne, jako lze ziskat El z mnoziny C x C, lze O ziskat z El x El, predepiseme-li 
pro nasobeni 

(x + yA)(x' + y'A) = (xx 1 -y'y) + {yx i + y'x)A, x, y, x', y' e El. (2.37) 

Zajimava je otazka automorfismu uvedene algebry. Pozadujeme-li po automorfismu 
ip, aby 

ip{a + b) = ip{a) + <p(b), ip(a ■ b) = ip{a) ■ ip(b), (2.38) 

zjistime, ze komplexm cisla maji grupu automorfismu isomorfm Z 2 (krome iden- 
tickeho automorfismu komplexm sdruzeni), automorfismy kvaternionu tvorl grupu 
SO(3) (tri imaginarm jednotky lze otocit trojrozmernou ortogonalni transformaci) 
a Cayleyova cisla maji zvlastni grupu automorfismu G 2 . Jde o podgrupu §0(7) - 
kvaterniony lze take ortogonalne otacet, ale nikoli zcela volne; dimense grupy G 2 
je jen 14 ve srovnani s dimensi 21 = 7 ■ (7 — l)/2 grupy §0(7), viz str. 114. 

Jak vypadaji takove transformace grupy G 2 ? Shromazdime-li k sobe zbytky kva- 
ternionickych trojic od jedne imaginarm jednotky - napriklad i (to jest jk, AB, DC), 
muzeme riel, ze lze rotovat „do sebe“ souradnice j a k, stejne jako A a B nebo D 
a C, ovsem v grupe 0 2 musi byt celkovy uhel techto tri otoceni nulovy (proto je 
dimense G 2 jen dvoutretinova ve srovnani s §0(7)). 

Overite-li, ze algebra je skutecne symetricka vuci uvedenym rotacim, snadno 
pak i pochopite, proc ma kazdy prvek jednoznaeny oboustranny inversni prvek. 

Co se tyce invariantu, ma grupa (& 2 invariant grupy §0(7) (metricky tensor 
S mn ) a navic antisymetricky tensor y mno (indexy m, n, o nabyvaji hodnot i. j, k, A, B, 
C a D ), ktery je nulovy vyjma pripadu, kdy m,n,o tvori kvaternionickou trojici 
(pak nabyva znaku permutace). G 2 lze take charakterisovat jako podgrupu §0(7), 
ktera ponechava na miste nejaky prvek spinorove representace. 

Ostatni vynate GRUPY. Grupa G 2 je jednou z Cartanovych vynatych grup, 
o nichz jeste uslysime. Kazda z nich muze byt charakterisovana jako grupa auto¬ 
morfismu nejake neasociativni algebry (struktury podobne okruhu, viz def. na str. 
37). 

Duvodem, proc neukazeme tyto algebry s grupami symetrii E 6 , E 7 , Eg, je jejich 
slozitost. ftekneme jen, ze F4 je grupa automorfismu algebry A(3, O), to jest vsech 
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hermitovskych matic 3 x 3 s Cayleyovymi elementy a operaci definovanou jako 

„antikomutator“ AoB = i(AB + BA). (2.39) 

Takova matice obsahuje tri nezavisla realna cisla na diagonale a tri dalsi Cayleyo- 
va cisla mimo diagonalu, dimense A(3,0) je tedy 27, ovsem jednotkova matice 
pri automorfismu musi prejit opet na sebe. To je duvod, proc v sekci Cartaniada 
prohlasime, ze fundamentalni representace F4 je 26-rozmerna. 


2.6 Trisekce uhlu pravftkem a kruzitkem 

Stovky lidi se snazilo a mnozi dodnes snazi roztretit uhel. V teto sekci ukazeme, 
proc je nemozne rozdelit obecny uhel na tretiny pomoci pravitka a kruzitka. 

Ukazeme 5 nejprve, ze vsechny body, ktere lze sestrojit, maji souradnice, ktere 
jdou zapsat jako vyraz obsahujici scitani, odcitani, nasobeni, deleni a druhe odmoc- 
niny, a naznacime, ze body, ktere by musely jit vytvorit, kdybychom umeli roztretit 
uhel, maji souradnice, ktere nemaji takovyto jednoduchy tvar z druhych odmocnin. 

Budeme postupne rozsirovat teleso T t . podteleso M, obsahujici vsechny x-ove a 
vsechny y-ove souradnice. Zacneme s » = 0 = Q. Nove body ( x,y ) lze ziskat 

jako prunik primky s primkou 

x-Xi = y-y x a x — X 3 = y-y 3 
xi -x x y 2 - yi x 4 - x 3 y 4 - y 3 ’ 

kruznice s kruznici 

(x - mi) 2 + (y- Vl f = r \. 2 a {x - x 3 ) 2 + (y - y 3 f = r\ 4 , (2.41) 

nebo primky s kruznici, 

{x - xi)(y 2 - 2/i) = {y~ yi)(x 2 ~ xi) a(x- x 3 f + (y - y 3 f = r\ A (2.42) 

kde primky spojuji jiz vyznacene body a kruznice maji stred v nekterem vy- 
znacenem bode a maji polomer, aby na nich lezel nejaky jiz odkryty bod. To jest 
x iiVii r % = i x i ~ x j ) 2 + (yi — yj ) 2 e X. Vyresenim prvni dvojice rovnic dosta- 
vame, ze i x a y lezi v T,. tedy nic noveho. U druhe dvojice lze dve rovnice od 
sebe odecist, x 2 + y 2 se pozere a zbude linearni rovnice, ktera v kombinaci s jednou 
z kvadratickych da soustavu tehoz typu, jakou je treti, opet s koeficienty'Si'ST,. 

Kdyz resime treti, bud’budou x a y z X, nebo budou tvaru x resp. y = m+n-\/d, 
kde m,n,d £ X a ^ X- V druhem pripade staci rozsirit teleso na Xlv^d], to 
jest na 

'Sfe 1 = = {m + n ■ \fd \m,n £ X}- (2.43) 


’Dekujeme panu Petru Vopenkovi za inspiraci. 
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To je opravdu teleso, protoze (m+n-Vd) 1 = (m — n■ Vd)/(m 2 —n 2 d). (Teleso C lze 
pak chapat jako M[i/—T]-) Protoze operaci s kruzitkem a pravitkem delame konecny 
pocet, staci konecnekrat rozsirit teleso. Vsechny souradnice bodu, jez dostaneme, 
budou tudiz z nejakeho rozsireneho telesa T„. 

Kdybychom umeli dany uhel 3a roztretit, pak bychom umeli sestrojit vzdalenost 
tan a pri dane jednotkove vzdalenosti a danem tan 3a. 


tan(a + ft) = 


- tan a tan /3 ’ 
-1- tan a 


1 — tan 2 a 
3 tan a — tan 3 a 


(2.44) 


(2.45) 


Sekvenci rovnosti at’ si verifikuje kazdy sam. Posledni vzorec neni nic jineho nez 
kubicka rovnice pro tan a. 


tan 3 a - 3 tan 3a • tan 2 a - 3 tan a + tan 3a = 0 (2-46) 

Pokud ma ale tato rovnice s koeficienty z$f| koren z T )+1 . treba m + n- Vd, kde 
m,n,d £ T, a Vd ^ T,. pak ma take koren rn — n ■ Vd (polynom se rozpadne na 
M + N -Vd a musl byt M = N = 0, specialne pro d = — 1 zde tvrdim, ze rovnice 
s realnymi koeficienty obsahuje s komplexmm korenem i komplexne sdruzeny). Pro 
kubickou rovnici je ale faktor u kvadratickeho clenu minus souctem korenu, cili tret! 
koren lezi v T,; je roven — (m + n ■ Vd) — (m — n ■ Vd) — kvadraticky koeficient. 
Indukri dostavame, ze pokud ma kubicka rovnice koren z T,. ma pak i racionalni 
koren (T 0 = Q). Neni tezke nahlednout, ze urcite pro nejake racionalni (ba pro 
vetsinu) tan 3a nebude mit 6 racionalni koren, cimz tvrzeni dokazeme (detaily v dalsi 
subsekci). 

Tyz zaver bychom dostali pro kubaturu krychle (rovnice x 3 = 2, nalezeni hra- 
ny krychle s dvojnasobnym objemem) nebo kuprikladu pro konstrukci pravidelneho 
sedmiuhelnika. (Pravidelny petiuhelnik jde sestrojit!) 


Racionalni koreny 

Chtejme nalezti vsechny racionalni koreny algebraicke rovnice s celociselnymi koe¬ 
ficienty a n ,..., ai, a 0 : 

CL n X n + . . . *h CL\X -(- CLq = 0 (2.47) 

Dosadime-li pozadovany tvar korenu x = p/q (muzeme uvazovat, ze p, q jsou nesou- 
delna cela cisla) do teto rovnice, dostaneme po vynasobeni vyrazem q n rovnici 

a n p n + a n xp n x q + ... + a 1 pq n 1 + a 0 q n = 0. (2.48) 


6 TJhel 3a s racionalni tangentou jde vzdy sestrojit a presto nejde narysovat jeho tretina. 
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Napiseme ji ve dvou tvarech, v nichz je nazornejsi 


a„p n = -q(a n -ip n 1 + ... + a x pq n 2 + a 0 q n J ) (2.49) 

a 0 q n = -p(aig" _1 + ... + a„_ip n ~ 2 g + a„p n_1 ), (2.50) 

ze (podle prveho) a n musi byt nasobkem q {p n a q jsou nesoudelna) a ze (podle 
druheho) ao musi byt nasobkem p ( q n a p jsou nesoudelna, v zavorce jsou vzdy cela 
cisla). 

Nyni jiz staci zkontrolovat cisla p/q, ktera pripadaji do uvahy. 

Proc tedy nelze sestrojit pravidelny sedmiuhelnik? 

Protoze by musel jit sestrojit uhel a = n/7. Zkontrolujte nasledujici vzorce. 


tan 4a = tan(2 • 2a) 


4tana(l - tan 2 a) 

1 — 6 tan 2 a + tan 4 a 


(2.51) 


tan 7a = tan(3a + 4a) = tan a 


/ 3 — tan 2 a , 1 - tan 2 a 

( ---1- 4- 

V1 — 3 tan 2 a 1-6 tan 2 a + tan 4 a, 


(2.52) 


Ale pro a = 7 t /7 je tan 7a = 0 a jelikoz tan a ^ 0, musi byt nulova zavorka. Piseme-li 
x = tan 2 a, mame tedy rovnost 


T"— 7T + ^n = 0 neboli x 3 - 21x 2 + 35a; -7 = 0, (2.53) 

1 - 3a; 1 - 6a; + a; 2 


coz je kubicka rovnice, ktera (diky skutecnostem vyse) nemuze mit jine realne ra- 
cionalni koreny nez —1,1 —7, 7. Zadny ale rovnici neresi (zkontrolujte), a tak nelze 
sestrojit usecku delky tan 2 7 t/7 , a tedy ani usecku delky tan7r/7: 

Sestrojeni usecek delek a; a a; 2 jsou ekvivalentni ukoly, ponevadz mame-li x, 
staci narysovat podobne trojuhelniky, jeden se stranami l,x, druhy s odpovidaji- 
cimi stranami x,y a bude y = x 2 . Naopak, lze vyznacit na primku sousedni useky 
o delkach c a = 1,0, = x 2 , nad useckou c a + ct, zkonstruovat Thaletovu kruznici a 
sestrojit kolmici v bode delicim useky c a ,Cb. Vyska v daneho trojuhelnika pak bude 
x podle Euklidovy vety o vysce v 2 = c a ci,. (^v 1 ) 




Kapitola 3 

Prostory pine vektoru 


Touto kapitolou zacina vlastni vyklad linearm algebry. 

Definice. Necht’ T je komutativm teleso ; dale mejme na mysli vzdy R 
nebo C, pricemz oba tyto pripady budou velmi dulezite a v leccems odlisne. 1 
Mnozinu V nazveme linearmm nebo vektorovym prostorem nad T, 
jsou-li definovany na Y operace „scitam“ a „nasobeni konst ant on" z Y spl- 
nujici nasledujici axiomy (neutralni prvek prostoru jakozto grupy Oy budeme 
znacit 0 ) 


1 . (V, +) je komutativm grupa 

2. VA, n Vv E V A ■ (n ■ v) = (A ■ n) ■ v 

3. Or • v = Oy, (—It) ■ v = — vy 


4. A ■ (u + v) = A ■ u • v 


5. fi) -v A • fi ■ v 

Prvky takoveho prostoru nazyvame vektory a znacime u apod. Kdyby- 
chom podtrzene slovo „teleso“ v definici nahradili slovem „okruh“, vysledny 
objekt bychom nazyvali modulem. 

1 Nevenujeme pozornost prostorum nad jinymi telesy, ac jsme si vedomi toho, ze je 
studuji v dnesni matematice obory z nejprestiznejsich, jakym je algebraicka geomet- 
rie. Zpocatku si muzete predstavovat prostory realne, na prechod ke komplexnim vcas 
upozornime. 
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Pqjem lineArni kombinace. Jakykoliv vektor tvaru souctu nasobku 
konecneho poctu vektoru 

v = Ev,^ (3.1) 

nazveme linearm kombinaci vektoru V|.v„. 

Definice. Pro libovolnou mnozinu M vektoru nazveme jejim linearnim 
obalem linearm prostor vsech linearnich kombinaci vektoru z M a znacime 
ho 

£(M) = f Mi v ? £ M, //' e: r 7}. (3.2) 


Definice. Base prostoru Y je kazda minimalni 2 mnozina vektoru (dale 
misto adjektiva „minimalm“ budeme mluvit o linearne nezavislych vekto- 
rech), jejimz linearnim obalem je cele V, a dimense je pocet techto vektoru. 
O jednoznacnosti pojmu dimense presvedcime neduverive v sekci o Steinitzo- 
ve vete. Obvykle budeme mluvit o prostorech konecne dimense, ale mnohe 
zavery mohou byt elegantne prevedeny i do situace nekonecne dimense. 

Definice. Rekneme, zeMCV generuje V, pokud 
Vv £ V 3vi, v 2 ,..., v„ £ M a A 1 , A 2 ,..., A” £ T, ze v = ^ VjA*. (3.3) 


Priklady lineArnich prostoru. 

1. Vektory v rovine a v prostoru z elementarni geometrie. 

2. R" = R x R x ... x R . 

3. C". 

4. Prostor T{X) vsech funkci (realnych ci komplexnich) na nejake mnozi- 
ne X. Je-li X interval, jde o velikansky prostor, pro interval X = (0,1) 
hied’ na dalsi priklady. 

5. C (0,1) , spojite funkce na (0,1) . 

2 Takova, z niz nelze zadny ubrat tak, ze se linearm obal nezmeni. 
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6 . V(0,1 ) polynomy, V n (0,1) polynomy nejvyse n-teho stupne. 

7. T( 0,1) trigonometricke polynomy, kombinace funkci cos ‘htrix a sin 2nnx 
pro n E N. 

8 . Prostor funkci po castech konstantnich na (0,1), vyjma delicich bodu 
0 < ai < a 2 < ■ ■ ■ < a n < 1. 

9. Prostor spojitych funkci po castech linearnich. 

10. Mnozina reseni soustavy linearnich rovnic s nulovou pravou stranou. 

11. Prostor vsech (resp. jen omezenych resp. konvergentnich) posloupnosti. 

12. Patologicky priklad: R coby linearni prostor nad telesem racionalnich 
cisel (podobna „zvrhlost“ se uziva pri dukazu existence nemeritelnych 
mnozin v teorii miry). 

13. Magicke neboli latinske Ctverce, ctvercove tabulky cisel, v nichz 
se navzajem rovnaji vsechny radkove a sloupcove soucty, pripadne die 
libosti i soucty po diagonalach. 

14. Miliony dalsich prikladu. 

Ukol. Hledejte base uvedenych prostoru (ne kazdy prostor ma basi priro- 
zene zadanou jako 2),3) nebo i 6), napr. 9),10)), sestrojte timto isomorfismy do 
vhodneho R n (je-li to mozne) a urcete dimense. 

3.1 Linearni nezavislost 

Definice. Vektory V| .S?f, 6 V nazveme linearni zavisle . existuje- 

li n-tice cisel 

(A 1 ,..., A”) E T n \ {(0,0,..., 0)} (3.4) 

takova, ze ^VjA* = 0. (3.5) 

2=1 

Zde T znamena R nebo C. Pro kazde «, pro nez A* / 0, lze vyjadrit vektor 
v* jako linearni kombinaci ostatnich vektoru 

Vi = Vjfj? kde n J = 


(3.6) 
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Necela dimense 

(0) Neodpustime si z tematu vybocujici poznamku urcenou pro zvidave cte- 
nare, kteri si chteji zapremyslet nad fraktaly, to jest utvary sobe podobnymi 
(zvetsime-li fraktal, vidime podobnou strukturu jako pred zvetsenim), o tom, 
ze mnohdy ma smysl mluvit i o necelociselne dimensi. Rozpracovani teorie 
takovych prostoru zahajil jeden z nejvetsich (snad nejvetsi) matematiku na- 
seho stoleti John von Neumann. 3 

Uvazme, ze trojrozmerny prostor ma podmnoziny trojrozmerne (cely pro- 
stor, kvadry, koule atd.), dvojrozmerne (povrchy kvadru, kouli, kruhy atd.) 
a jednorozmerne (krivky) a ze objem (mira) telesa dimense mens! nez tri je 
nulovy. 

Podobne brzy uslysite, ze Lebesgueova mira Cantorova diskontinua 
na pfimce je nulova. Cantorovu diskontinuu lze pripsat dimensi In 2/In 3 
v souladu s nasledujici definici. (Presvedcte se, ze pro utvary s celociselnou 
dimensi dava spravne hodnoty.) 

Jak ji SPOCITAT. V R n mejme omezenou mnozinu bodu M. Pro kaz- 
dou presnost C najdeme co nejlepsi zpusob s co nejmensim B(C ), kterak 
lze pro kazdy bod P z M pomoci B{C) bitu informace vypocitat souradnice 
takoveho bodu A , aby mel od bodu P vzdalenost mensi nez 2MP (nebo jinak 
receno, aby se kazda souradnice A lisila od odpovidajici souradnice P mene 
nez o 2 ~ c , tj. byla s presnosti na C bitu). ZobecnSnou (HausdorfFovou) 
dimensi pak rozumime limitu pomeru B(C)/C pro C —>■ oo. (Uzivejme de¬ 
finici jen pro omezene mnoziny.) Pojem vyse uvedeny se obvykle formalisuje 
nasledujicim zpusobem: 


Definice. Nazveme e-siti dane mnoziny M takovou jeji konecnou pod- 
mnozinu TV, ze kazdy bod ma od mnoziny N vzdalenost nejvyse e. Hausdorffo- 
va dimense se definuje jakozto 


d = 


Inn 


(3.7) 


pokud tato limita existuje, kde n oznacuje minimalni mozny pocet prvku 
e-site N. 


3 Slechtickou predponu ziskal jeho otec za to, ze pujcil cisari penize. Jiz jako maly 
projevoval John matematicke nadani, a tak se jeho otec rozhodl, ze z neho vychova velkeho 
matematika. Nuze platil nejlepsi matematiky, aby Johna ucili, a vychoval z neho svetoveho 
matematika. 
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Pqjem Cantorova diskontinua. Jde o podmnozinu intervalu (0,1) 
tech cisel, ktera lze ve trojkove soustave zapsat jako 0, abode..., kde cis- 
lice a,b,c,d,e... jsou jen nuly a dvojky, pricemz sem patri i cisla typu 
(0, 02222 .. ,) 3 (toto je totez jako (0,1)3 = 1/3). 

Z hlediska teorie mnozin je to mnozina nespo£etna (nelze jejim prvkum 
vzajemne jednoznacne priradit prirozena cisla), jeji mohutnost je stejna, ja¬ 
ko mohutnost kontinua: staci nahradit dvojky v zapise jednotkami a vznikle 
cislo interpretovat jako binarni, cimz Cantorovo diskontinuum jednoznacne 4 
prifadhne intervalu (0,1). 

Mnozinu lze nazorne ziskat tak, ze interval (0,1) rozdelime na tri casti 
a prostredni (otevreny interval (1/3, 2/3)) vypustime. Kazdy zbyly inter¬ 
val rozdelime na tri casti a prostredni vypustime (tj. intervaly (1/9, 2/9) a 
(7/9, 8/9)). Takto postupujeme do nekonecna; Cantorovo diskontinuum je 
tedy prunikem mnozin po n vysktrtnutich pres n E N. 

Celkem vynechame z intervalu (0,1) lisecky o celkove deice 


1 2 4 8 1/3 

—I-1-1-=- - -= 1 

3 9 27 81 1 - 2/3 


(3.8) 


cili zbude mnozina miry nula. (C 1 ) 



Bod na kupr.dolni tretine obrysu obrazce, 
ktery ziskame po nekonecnekrat provedenem 
pristaveni rovnostranneho trojuhelnika na 
prostredni tretinu kazde strany (viz obr.), 
lze popsat desetinnym cislem z intervalu 
(0,1) ve ctyrkove soustave, kde fc-ta cislice 
(0,1,2,3) udava, na ktere ctvrtine strany 
v fc-tem stupni rozliseni bod lezi. Protoze 
delky usecek klesaji jen jako 3~*, 
pripiseme fraktalu (obrysu) dimensi 
log 4/log 3. 


Isomorfismus, podprostory, realna a komplexni dimense 


Definice. Zobrazeni ip : V —» W mezi dvema linearnimi prostory nazve- 

4 Az na nejakou spocetnou mnozinu; pr.: (0,02222.. .)3 ^ (0,20000.. .)3, ale 

( 0 , 01111 ... ) 2 = ( 0 , 10000 ... ) 2 . 
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me isomorfismem, je-li vzajemne jednoznacne (proste a „na“) a linearm. 

<p(v + Aw) = <p(v) + A<p(w) (3.10) 


Definice. Podmnozinu linearniho prostoru, ktera je sama vektorovym 
prostorem v indukovane operaci nazveme podprostorem. Je-li W 

podprostor Y (dale znacime proste W C V), nazveme faktorprostorem 
(pochopte, proc jde o specialm priklad faktorgrupy) V podle W mnozinu vsech 
trid prvku typu 

a • W {a k v v e W} (3-11) 

a znacime ho V/W. Scitani a nasobeni zavadime predpisem 

(a + W) + (b + W) := (a + b) + W, A(a + W) := Aa + W. (3.12) 
Overte korektnost 5 techto definic. 

VETA. Oznacime-li symbolem dimV dimensi prostoru V, plati 

1. Pro W C Y je dimW < dimV. Pro pripad konecne dimense aW/V 
je nerovnost ostra. 

2. dimW + dimV/W = dimV 


Lemma. Necht’ vi,..., v„ je base podprostoru W C V. Pak ji lze doplnit 
na basi celeho V (m > n) 

vi.v„.v„4)..... v,«- (3.13) 

pricemz tridy 

v„ + i + W, ... , v m + W (3-14) 

tvori basi faktorprostoru V/W. 

Tvrzeni. Necht’ Wi CV,W 2 C V. Pak 

dim Wi + dim W2 = dimWi fl W|^dim£(Wi U W2). (3.15) 


’Vnitrni neprotirecivost. 
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Dukaz. Je-li vi... m base Wi fl W2, Ize na jit vektory a vektory 
tak, a by vektory 

Vi,..., v m , wi,..., w n tvorily basi Wi , . 

vi,..., v m , Z],... ,z p tvorily basi W2. 

Pak jiz jen overite, ze W|. .„, zi... p Ivor/ basi £(W] UW2). 

Veta. Isomorfni prostory maji stejnou dimensi, prostory stejne dimense 
nad tymz telesem jsou isomorfni. 

Veta. Dimense komplexniho prostoru V chapaneho jako prostor nad 
telesem realnych cfsel je dvojnasobna proti komplexni dimensi tehoz prostoru 

dimjj V = 2 dim^ V, ( 3 - 17 ) 

protoze tvori-li v\..... v„ komplexni basi V, vytvareji prvky vi,..., v„ a 
ivi,..., iv ra realnou basi V. 

Dalsi ulohy. 

1 . Najdete dimensi. sestavte „co nejprirozenejsf" basi prostoru vsech funkcf 
spojitych na R, kterejsou navic linearm v zadanych intervalech (—00, ao), 
(ao,ai), , (a n _i, a„), (a„,oo), kde ao < «i < ■ ■ ■ < ««■ Zkoumejte 
linearnf nezavislost funkcf f n (x) = \x — a n |, f n +i(x ) = 1 a f n+ 2(2:) = x. 

2 . Dumejte nad linearnf nezavislostf souboru funkcf: 

(a) l,x,x 2 ,x 3 ... 

(b) e XlX , e X2X , e XiX ... Ai < A 2 < A 3 ... 

(c) sinaix, sin0:20:, sin0:32:... (pozadavky na a j?) 

3 . Najdete co nejvfce „co nejodlisnejsfch" prfkladu podprostoru linearnfho 
prostoru vsech posloupnostf. 

3.2 Steinitzova veta 

Mejme ve vektorovem prostoru Y 


1 . nejake linearne nezavisle vektory vi,..., v f 
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2. a dalsi vektory wi,..., w n takove, ze Vi V| E £({wj,..., w„}) to jest 
kazdy vektor Vj je linearni kombinaci vektoru wi,..., w„. 

POTOM PLATl m < n. 

Dusledek. Nazvali jsme basi jakoukoliv mnozinu nezavislych vektoru 
vi,..., v„ ze V = £({vi,..., v n }). Libovolne dve base maji potom steinv 
pocet prvku neboli dimensi, ktera je tim padem dobre definovana. 

Dukaz dusledku ze Steinitzovy vety. Mejme dve base 
vi,..., v m a wj,..., w„. Uzijme dvakrat Steinitzovu vetu die schematu: 

£({vi,..., v m }) = Y Sz wj,..., w„ nezavisle ' n<m, , , 

£({wi,..., w„}) = Y & vi,..., v m nezavisle s* i > m < n. 

Vyroky vlevo rmhore a vpravo dole resp. vpravo nahore a vlevo dole znamc- 
naji, ze v t resp. w 2 tvori basi. 

Lemma o vymene, zAklad dukazu Steinitzovy vety. Necht’ 

w E £({vi,..., v m }), w = Yvjd 1 - (3.19) 

2=1 

Je-li ft / 0, tak 

£({vi ,...,vp ,.w. v j+ i,..., v m }) = £({vi,..., v m }). (3.20) 

Pro dukaz staci dosadit v ? = jr(™~ Ek^j^kP k )- 

ZESLABENI VETY. Vyrokem (k = 1..... rn) mysleme modifikaci Stei¬ 
nitzovy vety vzniklou dodatecnvm pfedpokladein . ze mnoziny {vi,..., v m } 
a {wi,...,w n } maji alespon k spolecnych prvku. Pak <3?o znaci puvodni 
Steinitzovu vetu a je trivialni tvrzeni. 

| a lemma implikuje $>k-i ] 


NAvod. Necht’ mezi onemi spolecnymi k — 1 prvky z vety $k-i> kterou 
chceme dokazat, neni vektor v n a take jiste w., 0 , pricemz ve vyjadreni 

v u = i WjQ;* je a t0 / 0. 
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Mezi temi w ? . pro nez a ] / 0 , je nutne nejake w. (0 . ktere neni mezi k — 1 
spolecnymi vektory, jinak bychom mohli napsat v.„ jako linearni kombinaci 
ostatnich spolecnych vektoru a vektory v, by nebyly nezavisle. Podle Icmma- 
tu je £({wi... ra }) = £({wi,..., Wj 0 _i, v M , Wj 0+ i,..., w n }), cimz seale do- 
stavame do situace vety <I> /•. 

PoznAmka. Veta rika, ze rozkaz Zamen vhodnych m vektoru mnoziny 
{wi,..., w n } prvky mnoziny {vi,..., v m } tak, aby se linearni obal £({wi...„}) 
nezmenil ! tedy lze realisovat, cehoz zrejmym dusledkem je vysnena nerovnost 
m <n. 


Alternativm zavedeni pojmu dimense 

Existuji i dalsi zpusoby zavedeni pojmu dimense; uved’me nyni jeden z nich. 
Je, pravda, mnohem kratsi, avsak urcite „mene konstruktivni“ a asi i mene 
pruzracny nez zpusob zalozeny na Steinitzove vete. Pojem dimense se v nem 
definuje rekursivmm zpusobem, zalozenym v podstate na metode matema- 
ticke indukce: 

Definice. Dimensi vektoroveho prostoru V budeme rozumet nulu, po- 
kud pujde o prostor s jedinym prvkem 0, nebo minimalm n takove, aby 
kazdy vlastni (tj. netotozny s V) podprostor Y mel uz definovanou dimensi, 
a to nejvyse n — l.j 

Veta. Ve vektorovem prostoru dimense n ma kazda base presne n prv- 
ku. (Basi v tomto alternativnim pojeti opet rozumime soubor nezavislych 
vektoru, ktery generuje V tzn. ktery je „maximalni“ mozny). 

Dukaz. Postupujeme matematickou indukci podle relace C; pro n = 0 
(ha i n = 1 , 2 ) je to snad zrejme.... Zrejme kazdy konecne generovany 
prostor ma konecnou dimensi podle teto definice. Ma-li prostor dimensi n 
(podle definice), tak v nem zrejme nebude existovat base o mene nez n 
prvcich (to by byl spor s indukcmm predpoklademl), ale ani base o vice nez 
n prvcich (nebot’ potom bychom vynechanim jednoho prvku takoveto base a 
vzetim prislusneho linearniho obalu dostali vlastni podprostor dimense vetsi 
nez n — 1 podle indukcniho predpokladu, coz by byl spor s definici dimense 
nahore!) 
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Nektere geometricke pojmy 

RovnobSznostSn je dany pocatkem souradnic (nulovym vektorem) a vek- 
tory vi ,..., v n E V 

A* E <0,1)| (3.21) 

Obvykle predpokladame, ze Vi,..., v n jsou nezavisle . cimz vyloucime 
napr. zdegenerovani krychle na sestiuhelnik. 

POZNAMKA. Rovnobeznosteny nad pravidelnymi hvezdami tri, peti, de- 
seti a jedenadvaceti vektoru v rovine E 2 viz obalku knihy. Kazdy vnitrm 
bod takovehoto rovnobeznostenu je ovsem mozno vyjadriti nekonecne mnoha 
zpusoby jako kombinaci zminenych vektoru, „nejlepsi vyjadrem“ (minimalisu- 
jid sumu absolutnich hodnot souradnic) je mozno znazornit lomenou carou, 
bezici nejkratsi cestou po segmentech ornamentu az k dosazeni nejblizsiho 
(k pocatku) rohu kosoctverce, ve kterem zmineny bod lezi. (Vsechny nenulo- 
ve souradnice tohoto vyjadreni krome dvou poslednich jsou rovny jedne.) 

Simplex je vymezeny vektory vi,..., v n E V a pocatkem souradnic 

|Ev,V| 0<V, 5]V<lJ (3.22) 

Nepredpokladame-li nezavislost v 2 . muze vzniknout take n-uhelmk. 
Tuto definici s pocatkem souradnic lze brat jako specialm pripad nasle- 
dujici obecnejsi definice pro vo = 0: Simplex vymezeny body (koncovy- 
mi body odpovidajirich vektoru) v 0 , V| ...., v„ je konvexnim obalem 
mnoziny techto bodu, tj. 

( 3 - 23 ) 

U=0 2=0 J 

PoznAmka. Pro n = 2 jde o trojuhelnik, pro n = 3 o ctyrsten 
(jsou-li ovsem vektory v l5 V2, V3 nezavisle, kreslete). Pro kontrast uved- 
me, ze napriklad v pripade peti vektoru vi, ..., V5 v rovine dostavame 
petiuhelnik. 

Polyedr je pak souvisle sjednoceni konecne mnoha simplexu. (Najdete i ji- 
ne definice.) Konvexnim polyedrem pak rozumime prunik konecne 
mnoha poloprostoru. (Zkuste precisovat definici uzivajici konvexni obal.) 
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3.3 Funkce typu spline 

Matematicky obor, jehoz zakladnimi objekty zkoumani jsou nejruznejsi li- 
nearni prostory funkci. se nazyva funkcionalni analyza. Prostory funkci tam 
zkoumanych jsou ovsem vetsinou nekonecne dimense - coz prinasi technicke 
komplikace a nekdy i zcela nove rysy proti situacim, se kterymi se setkava- 
me v LA . Existuje vsak i nekolik vyznacnych typu prostoru funkci konecne 
dimense, pouzivanych velmi casto v tzv. teorii aproximaci (kde jde o nahra- 
zeni puvodni „slozite“ funkce jednodussi aproximujici funkci z nejake tridy 
polynomu, trigonometrickych polynomu, ... viz dale). 6 

Nize uvedene prostory jsou velmi casto pouzivany - treba v teorii aproxi¬ 
maci funkci. Zatim muzeme seznameni s nimi chapat jako prilezitost pocvicit 
se v hledani zajimavych prikladu bazi v ruznych linearnich prostorech. 

Nejde vsak zdaleka jenom o tento (samo)ucel. Nize zkonstruovane base 
podstatnym zpusobem pouzijeme pozdeji (viz odstavec „Vlnky“ v druhe 
casti knihy v kapitole Kvadraticky svet, venovany livodu do problematiky 
oboru zvaneho „Image processing"). 

Krome jiz zminenych prostoru polynomu a trigonometrickych polynomu 
jde v aplikacich velmi casto o prostory funkci majicich „po castech vlastnost 
....“ kde za ... lze dosadit vlastnosti jako konstantni, linearni, kvadraticky, 
kubicky, ... Tedy takzvane „spline functions" - cesky snad “splajny” (?). 

Popisme nyni podrobneji tyto priklady. Vezmeme pro urcitost interval 
pj l] rozdeleny na (typicky „male“) intervaly [xi, Xi+i) pomoci jisteho (fixo- 
vaneho v dalsim vykladu) deleni intervalu 

V = { Xi }, kde D = xq < x\ < X 2 < ■ ■ ■ < x n = 1. (3.24) 

Dohodneme se pro konkretnost, ze vsechny dale uvazovane funkce budou 
mit predepsanu hodnotu 0 vne intervalu (0,1) . Naopak, bude li to ucelne, 
povazujme interval [ 0 , 1 ) za grupu se scitanim modulo 1 (v takovem pripade 
nekdy uz bez bezpodminecneho pozadavku nulovosti uvazovanych funkci v 
bode 0 = 1 ). 

1 . Prostor /C vsech funkci po castech konstantnich na kazdem intervalu 
{xi,Xi- |_i) a zprava spojitych v kazdem bode X{ . 

6 Z naseho dosavadniho, ciste algebraickeho, hlediska jsou samozrejme vsechny prostory 
stejne dimense „stejne“ (tedy isomorfm). Tato stejnost ovsem zmizi pri zkoumani konkret- 
nejsich problemu, treba uz pri ruznem zavedeni pojmu „vzdalenost vektoru" v jednotlivych 
prostorech. 
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2. Podprostor JCq = {/ E /C : J' ( j f(x)dx = 0}. 

Cviceni. Najdete vhodne base prostoru /C a /Co ! 

NAvod. V pripade 1) volte funkce (typu „Stolova hora“) 

Xi( x ) X.n^Y,(*) (3-25) 

kde xi '■ Xl{ x ) = 1 44- x E I oznacuje tzv. charakteristickou funkci 
intervalu I (nekdy se tez mluvi o tzv. „indikatoru“ I). 

V pripade 2) zkuste funkce typu 

^i{x) = Xi( x ) ~ CiXi+ii x ), kde c* = (3.26) 

Zj+2 - Zj+l 

3. Prostor jC vsech spojitych funkci „po castech linearnich“, presneji li- 
nearnich na kazdem intervalu [x t . x } + \ ] a nulovych vne intervalu [0,1]. 

4. Podprostor 

£ 0 = {/e£: f 1 f(x)dx = 0}. (3.27) 

Jo 

Cviceni. Najdete vhodne base prostoru C a Co ! 

NAvod. V pripade 3) volte funkce (typu „Milesovka“) 

^i(x) = J ipi(x)dx (3.28) 

tedy primitivni funkce k ipi. 

V pripade 4) zkuste funkce 

faix) = y i (x)-d i V i (x) kde di = ( X i +2 ~ Xi + l)(x i+2 ~ Xi) 

(■ Xi+3 ~ x i+l)\ x i+\ ~ Xi) 

Vsimnete si, ze zobrazeni 

{/ /'} : L -4 /Co (3.30) 


je isomorfismem prostoru C a /Co . 
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5. Prostor Q vsech vsude derivovatelnych funkci, kvadratickych v kazdem 
intervalu [;r ? . x t+ \ ] a nulovych vne intervalu [0,1]. 

CviCENl. Najdete vhodnou basi prostoru Q. 

NAvod. Zkuste funkce (typu „Rip“) 

^»(®) = / UA (3.31) 

tedy primitivni funkce k fa. Ze jde vskutku o basi, je nejlepe videt s 
pouzitim isomorfismu 

{/ /'} : Qmu (3-32) 


PqznAmka. V konstrukci prostoru uvedeneho typu (polynomy zvolene- 
ho stupne uvnitr intervalu (xi,Xi + 1 ) s co „nejhladsim napojenim“ na sebe) 
lze samozrejme pokracovat i dale. Vezmete treba podprostor Qo = {/ G 
Q : fd f(x)dx = 0} a prostor primitivnich funkci k nemu. Dostaneme tzv. 
kubicke „splajny“ (spline functions). Najdete vhodnou basi tohoto prosto¬ 
ru ? (S pfibyvajicim stupnem polynomu to zrejme bude formalne cim dale 
komplikovanejsi.) Najdete aspoii dimensi tohoto prostoru! 

Nasledujici obrazky znazornuji typicke priklady funkci z prostoru 1C, jC, Q: 
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A nize uvedene posloupnosti funkri naznacuji priklady vhodnych voleb 
basi v prostorech /C, Co a Q ; nektere z techto basi jsou „vicemene“ ortogo- 
nalni (viz nasledujici kapitolu a podrobnejsi komentar pak v odstavci Vlnky 
v druhe casti knihy). 


Haarovy funkce; 

priklad ortogonalni base v JC: Priklad base v Co- 



.. .a jejich primitivni funkce 
jako base Q: 



■ Oj 

a tak dale ... 


CviCENl. Jaky je vztah mezi nakreslenymi funkcemi z Co a prislusnymi 
vhodne volenymi Haarovymi funkcemi? 



Kapitola 4 


Skalarnf soucin 


Pojem skalarmho sou£inu je zobecnemm pojmu jiz asi znameho (ze stredni 
skoly) pro vektory v R 2 nebo v R 3 . 1 Jeho axiomaticke zavedem je nasledujiri: 

Definice. Zobrazeni 2 

{(x, y) !->■ b(x, y)} V x V —> R nebo C (4.1) 

spliiujici vztahy 

1. b(x + y, z) = b(x, z) + b(y, z) 

2. b(x. y + z) = b(x. z) + b(x, y) 

3. b(Ax, y) = Ab(x,y) 

4. b(x, Ay) = Ab(x, y) 

5. b(x, y) = b(y, x) 

6. Vx / 0 b(x, x) > 0 

1 Neplet’te, prosim, s vektorovym soucinem, o nemz pohovorime mnohem pozdeji. 

2 Zprvu budeme mit na mysli realne prostory, na prechod na komplexni vcas upozorni- 
me. Postupne budeme objasiiovat, proc prave komplexni cisla (a teorie na nich zalozene) 
jsou tak dulezite ve fysice. Nejde o vec jednoduchou, i matematikum trvalo tri staleti, 
od Cardana az do minuleho stoleti, nez Gauss problem jasne zformuloval, a teprve s roz- 
machem kvantove mechaniky se ukazala nepostradatelnost komplexnich cisel ve fysice. 
Jednim z impulsu pro jejich vznik uz v dobe Cardanove byla skutecnost, ze vzorec pro 
reseni kubicke rovnice nekdy neda vsechny tri koreny (ponevadz nemame odmocninu ze 
zapornych cisel), ac jsou vsechny realne, coz se zavedenim C vyresi. 
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nazveme skalarnim soucinem na vektorovem prostoru Y. 

Cviceni. Minimalisujte soubor techto axiomu. 

PoznAmka. Nyni nemluvime o skalarnim soucinu ctyrvektoru v teo- 
rii relativity, jelikoz nesplnuje posledni (sestou) podminku, ani o komplex- 
nim skalarnim soucinu „bez hvezdicky“, protoze nevyhovuje pate poznamce, 
b(x, x) neni obecne realny a mluviti o seste podmince nema vubec cenu. 

Definice. Vektory V| . V2, ... v n nazveme vzajemne kolme nebo orto- 
gonalni, plati-li (na prave strane rovnosti nize zavadime oznaceni tzv. normy 
vektoru) 

b(v l ,v j )=^||v,|| 2 , (4.2) 

kde Sij je tzv. Kroneckeruv symbol: 6ij = 

Skutecnost, ze dva vektory a, b isou kolme, znacime take alb 
b(a, b) = 0. 

TJloha. Soubor nenulovych vzajemne ortogonalnich vektoru je vzdy linearne 
nezavisly. 

Predbezne upozorneni. Casto, jako v pripade C" pripadne je- 
jich podprostoru je skalarni soucin zadan jaksi „od prirody“. Uvidime, ze 
na kazdem linearnim prostoru lze skalarni soucin zavest . a to mnoha zpu- 
soby. Casern uvidime, pro jake problemy potrebujeme v danem linearnim 
prostoru „najit“ ci zkonstruovat vhodny skalarni soucin. Je treba take zdu- 
raznit opacnou stranku veci: v mnoha problemech pojem skalarniho soucinu 
prekazi spravnemu pochopeni situace. Uvedeni pojmu skalarniho soucinu a 
zakladnich tvrzeni s nim spjatych takto brzy ve vykladu linearni algebry lze 
oduvodnit tim, ze pojmy jako „kolmost“ jsou v bezne predstavivosti primo 
svazany s pojmy primka, rovina a se zkoumanim jejich vzajemne polohy a 
pro zacatecnika je spise tezke pojem vektoru zcela oprostit od takovychto 
zdanlive nezbytnych atributu - a v dalsim pochopit, proc vubec zavadime 
treba pojem dualniho prostoru a proc maji tensory dva druhy indexu... 

(Posud’me, jak je tezke pro zacatecnika si jako isomorfismus prostoru 
R 2 —> R 2 bez skalarniho soucinu predstavit vedle otoceni take koseni nebo 
natazeni podel jedne nebo obou souradnic.) 

Priklady. 


1 pokud i =j 
0 pokud i A j 
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1. b(x, y) = Y^i=i xl y l P ro x = {x\, ..., x n ) G C n resp. M n (pak lze 
vynechat sdruzeni) 


2. Pojem skalarniho soucinu je dulezity i v analyze. Na prostorech funkci 
byva skalarm soucin zadan pomoci urciteho integralu. (Vsimnete si, 
ze tento prechod je zcela prirozeny: v minulem priklade jsme scitali 
souciny hodnot 3 x ay v bode i. v pripade funkcnim nabyva i - nyni 
znacene jako x - hodnot ze spojiteho oboru, a tak je prirozene nahradit 
sumaci integraci.) 

b(f,g) = ^ f(x)g(x)dx (4.3) 

Konkretne, pro polynomy se uziva 


P(x)Q(x)dx 


Legendreuv skalarm soucin 


(4.4) 


nebo 


J P{x)Q{x)e x2 dx 


Hermituv skalarm soucin 


(4.5) 


(tento skalarm soucin je dulezity v kvantove mechanice pri zkoumani 
harmonickeho oscilatoru) a mnohe dalsi (slys linearni algebru i analy- 
zu). 


KORELACE. Cislo b(x, y) je v nekterych situacich nazyvano korela- 
ci mezi x a y. Mejme zadany nejake funkce x, y na konecne mnozine M, 
jejiz prvky oznacme jako l,...,n, to jest mejme vektory (a; 1 ,..., x n ) a 
(y 1 ,..., y n ). Podle znamenka b(x,y) := Yli'=i xt y t se rika, ze veliciny x a 
y jsou kladng nebo zaporne korelovany. Za miru korelovanosti 4 obvykle 
povazujeme velicinu „koeficient korelace“ 


b(x,y) = ELl x% y l 

11511 H*H <jYX=xi* i ) 2 YX=xW 


(4.6) 


3 Pojimame ted’ vektor x jako funkci, pfirazujici promenne i z oboru 1,... , n i-tou 
souradnici a:'. 

4 Jestlize chceme definovat ve statistice beznejsi koeficient korelace, ktery je roven signu 
a, pokud y zavisi linearne na x ( y 1 = ax x +6), je treba nejprve odecist od x resp. y prumer 
x resp. y: r’ := x l - E-' ; 7'», V* ■= ~ E^7 n - 
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a veliciny pro ktere je c xy = 0 (alespon priblizne), nazyvame neko- 
relovane nebo nezavisle (toto slovo nechapejme v algebraickem smyslu). 
(Koeficient lezi v intervalu (—1,1).) Domnivame se napr., ze ma smysl psat 
vztah typu 

y l = ax 1 + z l + const; * = 1,..., n (4.7) 

kde z je „nekorelovany zbytek“ takovy, ze b(x, z) = 0 a YAl-\ z '‘ = 0 . To je 
tzv. linearm regrese a mnozina M zde ma vyznam seznamu poradovych 
cisel mereni. Ani linearm regresi netreba prehanet, jak jsme casto svedky pri 
zpracovani nejruznejsich dat v ruznych oblastech: z faktu, ze je b(x, y) A 0 ) 
coz je temer vzdy, jeste neplyne, ze vse souvisi linearne se vsim a ze vypoc- 
tena velicina a dava nejakou uzitecnou informaci. K zaverum nejruznejsich 
vyzkumu typu „preparat P pusobi (ne)priznive na to ci ono“ je dobre byti a 
priori spise kritictejsi, nejsou-li autori odborniky v matematicke statistice. 

Diracovske brackety. Nenapadne si dovolujeme upozornit na nazor- 
ny zpusob zapisu rovnic s vektory, skalarnim soucinem atd., hojne pouzivany 
v kvantove teorii. Vektor v lze psat jako u). skalarni soucin 

b(x,y) = (y\x) (4.8) 

(Vsimnete si obraceneho poradi, v bracketech komplexne sdruzujeme levy 
vektor.) Vektory {A>\ jsou prvky dualniho vektoroveho prostoru, o nemz 
uslysime pozdeji, a existence skalarniho soucinu se ukazuje byt v jistem smys¬ 
lu ekvivalentni moznosti rozumneho vzajemneho prirazeni vektoru prostoru 
a jeho dualu (zajist’ujici smysluplnost (y |, mame-li | y).) Vektorum zapsa- 
nym (tp\ resp. \ip) rikame bra-vektory resp. ket-vektory podle prvnich resp. 
poslednich tri pismen anglickeho vyrazu pro zavorku (bracket). 

Definice. Funkci 

(x^HxH^b^x)}: V^M + (4.9) 

nazveme normou vektoru x, indukovanou skalarnim soucinem b. Normou 
tedy myslime „delku“ vektoru a nikoliv jeji kvadrat, jak jest mnohdy dob- 
rym zvykem. 

Jak lze zrekonstruovat b(...,. ..), zname-li ||.. ,||? Na to odpovida nasle- 
dujici tvrzeni, zobecnujici znamou kosinovou vetu. 

Veta. b(x, y) = |-(|j'x|| 2 + ||y || 2 - ||x-yf) (realny pfipad) 
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Dukaz. Okamzite z bilinearity skalarniho soucinu. Nejjednodussi kon- 
trolu koeficientu a znamenek docilite pro jednorozmerny prostor, kdy x a y 
jsou cisla a rovnost 

xy = \ (z 2 +|/ 2 - {x - y) 2 ) (4.10) 

plati. Stejne otestujte 

b(x,y) = ^(||x + y || 2 - ||x-y|| 2 ). (4.11) 

V obecnem komplexmm pripade je treba uzit slozitejsi vztah, ktery doka- 
zete zase tak, ze ctverce norem napisete jako skalarnl souciny a „roznasobite“ 
je (koeficienty u druhe promenne je treba pri vytykani sdruzit). 

Veta. 

b(x,y) = ^(||x + y || 2 - ||x - yf + i ||x + iff ~i ||x - iyfj (4.12) 


CviCENl. Zatim jeste nevime, ze v M 3 je b(x, y) = x\yi + x-yyi + £ 32/3 = 
||x|| ||y|| cos<£, kde <p je uhel mezi x = (x\, x 2 , x 3 ) a y = (yi, y 2 , 2 / 3 )- Dokazte 
to! 


MiNKOWSKEHO VETA. (trojuhclmkova nerovnost pro normu) 


||x + y|| < ||x|| + ||y|| 


(4.13) 


Dukaz. 

||x + y f = b(x + y, x + y) = ||x || 2 + ||y f + b(x, y) + b(y, x) (4.14) 
?<||i || 2 + ||y || 2 + 2||x||||y||. (4.15) 

Posledni krok je opravnen diky 
Cauchyho nerovnosti. 


b(x, y) + b(y, x) < 2 ||x|| ||y || v realnem pripade b(x, y) < ||x|| ||y || (4.16) 
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Dukaz Cauchyovy nerovnosti. Funkce 

f(t) = ||x - ty f = b(x - ty, x - ty) = ||x|| 2 - fb(x, y) - tb(y, x) ||y f 

(4-17) 

je nezaporna Vi E R, tudiz diskriminant 

(b(x, y) + b(y, x)) 2 - 4 ||x|| 2 ||y|| 2 < 0. (4.18) 

Dokazali jsme tedy, ze realna cast skalarniho soucinu dvou vektoru je mensi 
nebo rovna soucinu norem; stejne tak je ale mensi nebo rovna absolutni 
hodnota skalarniho soucinu 


|b(x,y)| < ||x|| ||y|| , (4.19) 

o cemz se lehce presvedcime tim, ze vektor (treba) y nasobime takovou 
komplexni jednotkou, a by byl skalarni soucin realny, chnz se ovsem nezmeni 
normy vektoru ani absolutni hodnota skalarniho soucinu, a pritom nerovnost 
uz budeme mit dokazanou. 

Geometricke odboCENT, definice. Isomorfismus mezi dvema vekto- 
rovymi prostory ip : V —>■ V zachovavajici navic i skalarni soucin 

b(<^(v), <^(w))~ = b(v, w) (4.20) 

nazveme isomorfismem prostoru se skalarnfm souCinem (V, b) a (V, b). 

DEFINICE. Prostor s obvyklym skalarnim soucinem 

b (x, y) = it, x 'y l ( 4 - 21 ) 

•iWl 

budeme nazyvat euklidovskym prostorem; oznaceni E". 

Priklad. Mame charakterisovat vsechnv isomorfismv E 2 do sebe (v poz- 
dejsi terminologii vsechna ortogonalni zobrazeni). (Morfismy algebraicke stru- 
ktury § do sebe se nazyvaji endomorfismy a ty, ktere jsou navic isomorfis- 
my, se oznacuji za automorfismy, tvori grupu casto znacenou Aut(§).) 

Veta. Takovy isomorfismus (p : E 2 —> E 2 je 

1. bud’ otocenim o vhodny uhel u (pro lj = 0 identita) 
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2. nebo komposiri otoceni se zrcadlenim napr. 

C {{x,y)) = {x,-y) (4.22) 


v tom ci onom poradi. 


PqznAmka. Morfismy z prve skupiny tvori normalni podgrupu vsech 
isomorfismu. Promyslete, proc je faktorgrupou grupa 

{isomorfismy nemenici orientaci, isomorfismy menfci orientaci} (4.23) 

isomorfm grupe { f 1. 1} s nasobemm nebo grupe (Z 2 ,+modulo 2). 


Dukaz. Pisme <^((1,0)) = (a,c) a <^((0,1)) = (b,d). Podle deGnice 
isomorGsmu plat i vztahy (dosad’te vektory base) 


||<p(x)|| = ||x || 2 =>■ cfflffa? = 1 , b 2 + d 2 = 1 . 
b(x, y) () : >■ b(<p(x), <p(y)) = 0 ab + cd = 0. 

Vyjadreme tedy a = cos a, c = sin a, b = — sin 7, d = cos 7. 
Pak — cos a. sin 7 + sin a. cos 7 = sin(a — 7) = 0. 

Bud’ se tedy a ay lisi o nasobek 2 tt, tedy 


cos a — sin a 
sin a cos a 


jde o rotaci o uhel a, nebo se lisi o lichv nasobek n, pak 


(4.24) 

(4.25) 


(4.26) 


( a M-i 

^ coso! sin a N 

\ ~ 1 

^ cos a —sin a \ 

( 1 ° ) 

led) l 

1 sin a — cos a 

1 ~ l 

1 sin a cos a J 

U -1 


(4.27) 

vidune komposici otoceni a zrcadlenl. (Nasobenl matic budete zvladat nej- 
pozdeji brzy.) 


4.1 Gramm-Schmidtova ortogonalisace 

Seznamime se nyni s jednou velmi prirozenou konstrukci, majici nazorny 
geometricky vyznam. (Budeme casern mozna az prekvapeni, ke kolika ne- 
trivialnim aplikacim plnym „slozitych formuli“ tato metoda povede; bude 
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napr. jednoticim prvkem rozsahle kapitoly klasicke analyzy zvane Teorie or- 
togonalmch polynomu.) 

Marne-li dva vektory V]. v 2 , muzeme vyjadrit 

V 2 = avi + W 2 tak, aby vi _L W 2 . (4.28) 

Dalsi text rozsiruje tuto operaci na pripad vice vektoru. 

Veta. Necht’ G (Y, b). Pak 

3wj ,. n takove, ze 

1. b(wj, Wj) = 0 kdyz i / j. Piseme tez w* _L w r 

2. £({vi,..., v/t}) = £({wi,..., w fe '}) plati Vk = 1,.. . ,n. 


Dukaz. Kreslete si obrazek pro k = 2,3, projdete Grammovym a Schmidto- 
vym ortogonalisacmm procesem vlastni nohou. Druha podmmka bude splnena, 
volime-li w j ve tvaru 5 

. Jb-i 

W k = v k -^2 WjAj neboli = \v k + WjX 3 k . (4.29) 

3 = 1 jP=l 

Je zrejme £({vi,..., Vyfc}) = £({wi,..., w^-i, v*;}) podle indukcmho pred- 
pokladu a di'ky volbew k take £({wj,..., w^}) = £({wi,..., Wfc_ l5 v*}). Pod- 
mmka prva vyzaduje, aby V* = 1,..., k — 1 bylo 

jfc -1 

Wj 1 o b(wj, v fc — ^ WjAj.) = 0 -o- b(wj, v*) = b(wj, w ? )A^ (4.30) 
i =1 

coz jednoznacne urcuje X\.. 

PRIKLAD. 

• Legendreovy polynomy P n (x) = [(z 2 — 1)”] tvori ortogonalisaci 

\,x, x 2 ,... vuci skalarnimu soucinu f_ 1 f(x)g(x)dx. 

• Hermitovy polynomy H n (x) = a^e x tvori ortogonalisaci vuci 

skalarnimu soucinu f 00 ^ f{x)g{x)e~ x dx funkci l,x,x 2 , _ 


’Mame tedy wi = vi. 
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Nejde o nic jineho, nez ze vezmeme prvni vektor ze souboru, 
ke druhemu priCteme takovy nasobek prvniho, aby byl kolmy na 
prvni, ke tretimu priCteme takove kombinace tgch predchazeji- 
cich vektorti (tgch, ktere jsou jiz kolme navzajem), aby byl 
kolmy opgt na vgechny predchozi atd., az dostaneme vektory, 
ktere generuji tyz prostor, jako ty ptivodni, ale vzajemng jiz 
j sou kolme. 


4.2 Ortogonalm doplnek 

Definice doplnku. Mnozinu {v | v 1 w Vw E W} nazveme ortogo- 
nalnim dopliikem mnoziny W C Y, znacime W 1 - a znak cteme komin 
nebo kolmitko. 

Tvrzeni. = C(W). 

Lemma, jez se bude hodit. Necht’ W C ¥. Pak kazdou ortogonalni 
basi W]... n prostoru W lze prodlouzit na ortogonalni basi celeho Y; prodlou- 
zime basi libovolnym zpusobem na basi celeho V a ortogonalisujeme a la 
Gramm-Schmidt. 

Jeho DUSLEDEK. dim W" 1 = dimV - dimW. 

Dukaz tvrzeni. 

• Necht’ je W linearm prostor (budeme tedy tutez mnozinu psat zdvo- 
jenym WJ. Jelikoz je zrejme, ze W C (W"*") -1 (ponevadz vektor je 
kolmy na vsechny vektory, ktere jsou kolme na neho) a dale dimW = 
dim(W" L )- L die lemmatu, must byt W = (W -1 )- 1 -. 

• Zrejme je W 1 = a proto ( W - L )- L = C(W) die minuleho 

bodu. 

Definice. Necht’ W C V. Die predchoziho tvrzeni lze kazdy vektor 
v E V napsat ve tvaru 

v = w + w, kde w E W, w E W" 1 . 

Zobrazeni {v i-» w} : V —> W (C V) nazyvame ortogonalni projekci na 
podprostor W. 
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Nechf Wi C V, W 2 C V, ..W n C V jsou na sebe vzajemne kolme 
podprostory takove, ze 

dimV=^dimWj (4-31) 

(W i _L W j znamena Vv E W, Vw E Wj v _L w). Pak existuje jednoznac- 
ny rozklad vektoru v E V 

v = >3" ! w ; . kde w| E W j. 

Pochopte a vysvetlete jednomu cloveku, ktery to nechape. Zobrazeni {v ^ 
Wj} : V —> W j (C V) oznacujeme dale pj a nazyvame ortogonalni projekd 
na W j. Plat! tedy: identicke zobrazem= YAj=iPj 6 - 

1. Prvnl a druha Pythagorova veta: Velikost ctverce pod odvesnou resp. 
preponou se rovna velikosti ctverce nad odvesnou resp. preponou. 

2. Treti Pythagorova veta: ||v || 2 = ||w || 2 + ||w|| . 

3. Obecnejsl ctvrta Pythagorova veta: ||v || 2 = l|Pj(w )|| 2 . 

4. Patou „Pythagorovu vetu“ uvidime ve forme Parsevalovy rovnosti na 
strane 257. 

5. Parafraze Pythagorovy vety ve tvaru, kdy odvesny a prepony jiz nejsou 
useckami, nybrz vicerozmernymi simplexy, pochazi od Grassmanna a 
my o m mluvime na str. 315. Pythagoras ji asi jeste neznal. 

Dukazy si proved’te sami krome seste vety. 

Projekci bez privlastku ortogonalni a bez predpokladu zavedeni ska- 
larniho soucinu nazveme linearni zobrazeni p : V —>■ V, plati-li p 2 = p. 
Projekce pi,... ,p n nazveme doplnkove, plati-li Vz / j : PiPj = pjPi = 0 
a 1 = YAj=iPji kde 1 oznacuje identicke zobrazeni. Operatoru spliiujicimu 
p 2 = p se take rika idempotentni (z latinskeho „stejny jako mocniny“) a 
co se tyce vlastnich cisel x (viz dale), splnuji x 2 = x, tedy x = 0 resp. x = 1. 


6 Posledmmu vztahu se v kvantove fysice rika relace uplnosti. Secteme-li projektory 
\ipi)(ipi\ na vsechny vektory („stavy“) z base (na podprostory jimi generovane), dostaneme 
identicky operator (zde znaceny svislou carou) | = \ipi){ipi\ 



Kapitola 5 

Matice a linearni zobrazeni 


Motto. Matice Indukuji Linearni Obrazeni Studakum, Znalym A Hol- 
dujicim Radeji Algebraickym Dohadum Nez Idiotskym Klepum. 

Linearita Umoznuje Bezpecne Odstraneni Sotku, Maricich Odveke Touhy 
Lidstva. 

Definice. Linearnim zobrazenim (homomorfismem) / : V —>■ W 

rozumime kazde zobrazeni splnujici vztahy 

/(## w) = /(v) + /(w) Vv,weV (5.1) 

/(Av) = A/(v) (5.2) 


Priklady. 

1. Zobrazeni typu {x f(x)} : M n — > K m , kde 1 



Tabulku (a fc ) nazyvame matici tohoto linearniho zobrazeni. 

X V zajmu budoucnosti piseme nektere indexy nahoru. Koho to obtezuje, necht’ si pred- 
stavi vsechny dole. 
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2. Otoceni, zrcadleni, stejnolehlost, koseni (ale nikoli posun vektoru, nu- 
lovemu vektoru musi byt prirazen opet nulovy) atd. jako priklady z ele- 
mentarni geometrie. 

Chceme-li mluvit o zobrazenich v tzv. afinnfch prostorech (vcetne 
posunu), je uzitecne psat souradnice vektoru v n-rozmernem prostoru 
nikoli pouze (a: 1 , a: 2 ,..., x n ), ale (a; 1 , a; 2 ,..., x n , 1) a identifikovat tento 
vektor s jeho nasobky. Timto se nam take prirozene odkryji nevlastni 
body (v nekonecnu) jako vektory s nulovou posledni (pridanou) sou- 
radnici. Transformace souradnic zahrnujici posunuti bude mit tvar 



kde matice R obhospodaruje obvyklou cast linearniho zobrazeni a 
sloupcovy vektor v posun. Dalsi poznamky o projektivnfm prostoru 
v kapitole o kvadratickych plochach. 

3. Ortogonalni projekce na podprostor. 

4. Rada prikladu z analyzy na nekonecnerozmernych prostorech funkci a 
jejich vhodnych (i konecnedimensionalnich) podprostorech, kupr. 

f' > f ^ (derivace) (5.5) 

/ >- > / f(y)dy (primitivni funkce) (5.6) 

Jo 

f g ■ f (nasobeni funkci) (5.7) 

f ^ ft kde f t {x) = f{x + t), (posun o t). (5.8) 

Linearni zobrazeni / : V —> V, zvlaste na prostorech funkci, nazyva- 
me operatory. (Napr. operator derivovani, operator souradnice, tj. 
nasobeni funkci g(x) = x apod.) 

5. Mnoha nelinearni zobrazeni byva uzitecne linearisovat. 

Matice 

Brzy uvidime, jak je vyhodne pracovat abstraktnim zpusobem s operatory 
bez jejich vyjadrovani v urcite basi. O tom, s jakym vahanim se uskutecnoval 
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krok k bezsouradnicovemu mysleni, svedci vyzva E. Schmidta na jednom 
seminari v Gottingenu k Johannu 2 von Neumannovi z konce dvacatych let: 
„Ne, ne! Nerikejte operator, rikejte matice!“ 

Zacneme tedy s definici matice. 

Definice. Necht’ / : V —» W je linearni zobrazeni, Vi,..., v„ base V a 
W|..... w m base W. Pisme 


f(vi) -tv? 

3 = 1 

To lze, nebot’ W = £({wi...., w m }). Tabulku 

A = (a 3 i ), j = i = l,...,n 


(5.9) 


(5.10) 


nazveme matici / vuci basim v, a Wj. Prvky matice rad’me 



V <>” ••• 


(piseme-li indexy vsude dole («/• = a^), po radkach cteme cisla 11,12,... 
v beznem poradi) a jeji velikost vyslovujme jako vyska krat sirka, cili zde 
m x n. Casto se zajimame o pripad V = W a v; = w; a mluvime o matici 
vzhledem k (jedne) basi v,;- 


Veta. Necht’ x = WiX 1 . Potom f(x) = Ylp= l w.,!/- 7 , kde 




(5.12) 


V dukazu je uzit jen vztah pro obraz vektoru base, linearita a zmena poradi 
dvou sum. 


f(*) = = 


(5.13) 


'Tehdy jeste; pozdeji po emigraci John. 
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Veta o SLOZENEM zobrazeni. Necht’ / : V -> W ma matici A vuci 
basim vi...n a wi.. itn . Necht’ g : W —> Z ma matici B vuci basim a 

Pak komposice 

<7 o / : V —>■ Z (5.14) 

ma matici C vuci basim a zi... p , pricemz matice C = B-A je komposice 
neboli soucin matic 3 B a A a ma elementy 

(6,IB) 

■ %m : l 

Dukaz. 

g(f(vi)) = ^a k i) = s(™k)a k i *ftk ak i = J2 ( 5 - 16 ) 

k= 1 k=l k=l 1 

Uzitecny ukol. Overte asociativitu nasobeni matic A • (B • D) = (A • 
B) D a distributivnost A-(E + F) = A-E + A-F a (E + F)-A = E-A + F-A. 

PoznAmky. 

• Pravidlo pro zapamatovani ..radka krat sloupec“ zni, ze ck je skalar- 
nim soucinem j-teho radku B a i-teho sloupce A, je treba ale vynechat 
komplexni sdruzovani. 

• Ctvercove matice daneho rozmeru nxn tvori nekomutativni okruh vuci 
scitani 4 a nasobeni. Toto plati samozrejme i o mnozine vsech linearnich 
zobrazeni / : V —>■ V. 

• V pripade ctvercovych matic „obvykle“ neplati A • B = B • A; je-li 
alespon jedna nectvercova, tak maji tyto souciny ruzny rozmer nebo 
dokonce neexistuji, a tak o neplatnosti rovnosti nikdo nepochybuje. 


Test. Ucte se nasobit matice, dokud nebudete souhlasit s tim, ze 


1-23-4 
0 3-21 

4 0-23 


( 

1 

2 > 


3 

4 


-2 

-3 

\ 

0 

1 ) 


-11 -19 

= | 13 19 

17 


3 Nezamenujte s A • B, existuje-li! 

4 Matice se scitaji zrejmym zpusobem: c'j = o l ( + h' :j . je-li C = A + B. 


(5.17) 
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Priklady z analyzy: operatory derivace a posunu 


OperAtor derivace. Na prostoru V n vsech polynomu nejvyse n-teho 
stupne ma operator D[f] = f vuci basi 1, x, x 2 ,... matici 

/o O o ... \ 

o o 2 O 

o o o 3 


D = 


(5.18) 


Vsimnete si, ze ve tretim sloupci je vektor prirazeny operatorem derivace 
tretimu vektoru base, vyjadreny pomoci souradnic v teze basi. 

Pokud bychom zkoumali matici derivovani vuci basi 

X 3 x^ 

1 ‘ Jr ' 2T. 5 '3f* 4f- ^ 5 ' 19 ^ 

mela by matice tvar (protoze d/dx(x k /k\) = ( x k ~ 1 /{k — 1)!)) 

(o 1 o ... o \ 


N = 


(5.20) 




Vo o o 

ktery bude jakymsi standardem v kapitole o nilpotentnich operatorech. (Spo- 
ctete N 2 , N 3 .. .. Snad vam vyjde, ze jednicky se jen posouvaji od diagonaly.) 

OperAtor posunu. Najdeme matici P a operatoru posunu {/ i-> f a }, 
kde f a (x) = f(x + a), vuci basi 1 , x, x 2 /2\, ... a dokazeme vztah 

P Q = l + aN + ^N 2 + ... + ^N n , (5.21) 

pricemz 1 znaci jednotkovou matici operatoru identity, ktera ma na dia¬ 
gonal jednotky a jinde nuly a proto 5 


( 1 


, 1 - A = A resp. A - 1 = A (1^- = S l j) 

(5.22) 


6 Pro jednotkovou matici se mnohdy uzivaji symboly 7, E, J a dalsi. 
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pro stejne vysokou resp. sirokou matici A, jako je jednotkova matice. V uve- 
denem vztahu rozpoznavame Tayloruv vzorec znamy z analyzy a vec budeme 
dale studovat v kapitole o exponenciale. 

Operator posunu totiz vektoru basex k /k\ priradi funkci (podle binomicke 
vety) 


{.x + a) k * s' a k ~i 


(5.23) 


coz je kombinace vektoru base x 3 /jl. Matice P a tedy bude mit na miste 
s indexy ( 3 ,) prvek 


{k-j)V 


(5.24) 


Stejne tak prava strana prispiva na posici ( ] k ) jen clenem s (k — j)-tou moc- 
ninou N (coz jste snad dokazali v uloze), pred nizje tyz koeficient. 


Uloha. Zamyslete se, jak se chova operator P a pro a —> 0. 


Operator diference 

Vsimneme si nyni diskretni variace na tema operatoru derivace. 

Zkoumejme operator 

V t = - t (B t -l), (5.25) 

kde symbolem 1 oznacujeme identicke zobrazeni {/ i-a /}. Jde o tzv. ope¬ 
rator prvm diference, podrobneji 

\V t f](x) = ±(ffci^-f(x)). (5.26) 


Rozvinme (' D t ) n = ((P t — 1 )/t) n podle binomicke formule (a nebojme se 
toho, ze pracujeme s operatory a nikoliv s cisly a tedy vlastne pouzivame 
platnost binomicke formule na komutativmm okruhu): 


^" W 5/ 1)n 1 k\(n- A;)! F 


P kt = (Pt) 


(5.27) 


nebo pro konkretni funkci / 

k n! 
k\(n — &)! J 


[farm =^ E(-ir* +«> 


(5.28) 




5.1. NEKTERE DALS1 VYZNAGnG PRJKLADY MATIC 
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Nasledujici cviceni je uz spise z analyzy. 


Uloha. Dokazte pomocf I’Hospitalova pravidla vztah 


^uzijte 0 = (1 - l) m = 


rn\(—l) k \ 

h\k\{m-k)\) 

(5.29) 


a uznejte, ze 

{T>t) n (5.30) 

je vhodnou nahrazkou n-te derivace v pripade, ze / je zadana jen pomod hodnot 
na nejake podmffzce M, to jest v bodech -ai.-i ml., m e Z. Pro nepravidelne 
rozmisteni bodu v mrizce je dobra Vandermondova matice, viz dale. 


5.1 Nektere dalsi vyznacne priklady matic 

Permuta£ni matice indukovana permutaci 7r : {1,..., n} —»■ .(1. n\ ma 

prvky 

p\=*W (5-31) 

Ma tu prostou vlastnost, ze prvkum base priradi tytez v jinem poradi: 

f(vj) = E = v^). (5.32) 

Timto jsme representovali grupu permutaci na {1.nf v grupe vsech 

matic n x n, ktere odpovidaji isomorfismum na Y (tj. regularnlch, viz dale). 

Trojuhelnikove matice horni resp. dolni A jsou takove, pro nez a l j = 
0 pro i > j resp. i < j. 

PoznAmka. Takova matice se jiz objevila pri popisu Gramm- 
-Schmidtova ortogonalisacniho procesu. Obecneji, mame-li zadany retezec 
podprostoru Vi C V2 C ... C V n = V a mame-li zobrazeni / : V >p§ V 
takove, ze /(V,) C V., a znaci-li A jeho matici vuci postupne doplnovane 
basi, ma A tvar, v nemz se postupne zleva doprava snizuje (nebo zustava 
stejny) sloupec nul, jimz konci kazdy sloupec matice, neco jako horn! troju- 
helnikova matice, v niz jsou elementy bloky a nikoli jiz pouha cisla, kde bloky 
odpovidaji doplnujlclm prvkum base V* vuci Vj_i. Bloky jsou trivialni, je-li 
dimVj = dimV» 1. Mnozina zobrazeni tohoto typu tvori pologrupu 
(uzavrenou na komposici, obsahujici jednotkovy prvek). Najdete nejake jeji 
podgrupy. Navod: Zamente /(Vi) C Vj za silnejsi predpoklad. 
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Diagonalnf matice je takova, ze a* = 0 pro i / j, tedy takova, ktere 
je zaroven horni trojuhelnikova i dolni trojuhelnikova. Diagonalni matice 
tvori podpologrupu predchozi pologrupy. Co musfme jeste pozadovat, a by 
slo o muItiplikativnf grupu a nejen pologrupu (grupa bez pozadavku existence 
inversnfho prvku)? 

Z mnoha vyznacnych prikladu matic, jimiz se hemzi sbirky prikladu (na- 
pr. od Proskurjakova) uvedeme jeden (dvojity) priklad. 

Vandermondova matice 

Polynom n-teho stupne muzeme charakterisovat 

1. bud’ zadamm jeho koeficientu: p(x) = a n x n + .. .AfpiX + a o. 

2. nebo treba zadanim hodnot v nejakych bodech ao, ai,..., a n . 

Vztah mezi temito dvema soubory cisel lze zapsat jako 


( P(«o) ^ 
PM 1 

= V 

( ao \ 
<n 

= 

/ 1 ao a^ ■■ 
1 ot\ a\ ■ ■ 

■■ «o N 
■■ a” 

( a ° \ 
a \ 

(5.33) 

v pK) ) 




y 1 a„ o? n ■ ■ 

■ <} 

V a n ) 



Stejna matice vznika pri zkoumani nasledujiciho, zdanlive odlisneho, fakticky 
vsak temer totozneho problemu: vime, ze 

/(s+ /,)-/(*) 

/i-»o n 

a chceme pro kazde n E N a kazdou volbu cisel ao, a\.... .a„ najit koefici- 
enty q 0 ,qi, ...,q„, aby 

M = (5.35) 

h —^0 h n 

chceme tedy odvozovat vzorce typu 
mr„A 1- f{x-h)-2f(x)+f(x + h) 

f = - l ?-■ 

Reste uzitim I’Hospitalova pravidla; snad vam vyjde, ze 

( <70- Q\; • • •, Qn ) V = ( 0, 0, • • •, n! | 


(5.37) 




Kapitola 6 

Hodnost 


Zacneme vetou, ktera by se stejne tak mohla hodit do partie o dimensi a 
ktera zobecnuje rovnost dimW + dim W -1 = dimV pro WCV. 

Veta. Pro dane zobrazeni / : Y —> W zaved’me symboly 1 

Ker (/) = {v E V | f (v) = 0}, (6.1) 

Im (/) = /(V) = {weW|3vGV f (v) = w} (6.2) 

a mluvme o jadru neboli nulovem prostoru a obrazu daneho linearniho 
zobrazeni. 


Pak je dimKer (/) + dimlm (/) = dim Y. 

Dukaz. Necht’ wi,..., w m je base Im (/) a necht’ z\,... ,Z} ; je base 
Ker (/). Najdeme pro kazde i = 1 ,m nejake v, takove, ze f (v,:) = w,. 
Potom je Si,, z k . vi ,..., v m base prostoru V, ponevadz je-li v E V a 
piseme-li (jednoznacne) 

?(v) = f>A* |J#f(v- £vA*) = 0(!)j , (6.3) 

existuji jednoznacne urcene koeficienty p 1 ,... ,p k takove, ze 

v ( 6 - 4 ) 

1 Obor hodnot, nami znaceny jako image (obraz), se mnohdy znaci R(f) jako zkratka 
slova range . Nasim znacenim se vyhneme nedorozumemm pramemcim z faktu, ze R{f) = 
§(A) a nikoliv R(f) = K(A). 
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OZNACENI. Pro matici A zridime symboly 


( < \ 





(6.5) 


pro jeji j- ty radek a i-ty sloupec (zkratka slovenskeho riadok a stlpec). Pro¬ 
story 

l(A) = £({r 1 ,..,f"})CR’ 1 , (6.6) 

S(A) = £({si,...,s n })cr (6.7) 

nazyvame radkovym resp. sloupcovym prostorem matice A. 

Definice. Mejme linearni zobrazeni / : V —>■ W s matici A vuci basim 
vi,..., v„ a wi, ..., w n . Oznacme symboly 

h = hf = dimlm (/); (6.8) 

h r = h r { A)=dimM(A); h s = h s ( A) = dimS(A). (6.9) 


Veta. h r = h s = h. Spolecnou hodnotu budeme nazyvat hodnosti 
matice A resp. zobrazeni /. Vzhledem k dulezitosti tohoto tvrzeni uvedeme 
dva dukazy vztahu h r = h s (a souvislosti s h si nechame na konec). 

Lemma. zAklad prveho zpusobu. Necht’ matice A' vznikne z matice 
A vynechanim sloupce, ktery je linearni kombinaci ostatnich. Potom sa- 
mozrejme h s ( A) = h s ( A') (proc?), ale take 

h r (A) = h r (A'). (6.10) 

(Plati zajiste i lemma, kde zamenime slovo „radka“, pismeno „r“ atd. slovem 
„sloupec“, pismenem „s“ apod.) 

Nejprve ukazeme, jak z daneho lemmatu plyne vysnene h r = h s . Vyne- 
chavejme sloupce a radky matice A a dojdeme k jakesi „podmatici“ A , ze 
ktere se jiz nic neda vynechat. Potom je matice A~ ctvercova; kdyby mela 
vice sloupcu nez radku, nebyly by sloupce nezavisle, a naopak (proc?). Je- 
likoz podle lemmatu mame h r ( A) = h r (A~) a h s (A~) = h s ( A), je dukaz 
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vztahu h r = h s hotov, nebot’h r (A ) = h s (A ) (obe se rovnaji rozmeru teto 
ctvercove matice, z niz uz nelze nic vynechat). 

Dukaz lemmatu. Necht’ treba posledni sloupec je linearm kombinaci 
predchozich: 

n -1 

= ( 6 - 11 ) 

Oznacme symbolem F „useknuty“ radek r :] (bez posledniho clenu aP n ). 
Tvrdhnc. ze zobrazenim „useknuti“ 

{r 4 r} : R(A) -A R(A 7 ) (6.12) 

(ktere linearne rozsinme na cele R(A) ) se nemeni vztah linearm nezavis- 
losti radku. Vskutku, oznacime-li symbolem F linearm funkci (radkoveho 
vektoru) 

F(m ■■■> = 

mame vztah 

Fif^F) ) 

(nebot’ v radkovem prostoru R(A) plati vztah r = ^ r, 
blfzej a tudiz 

y OLiF = 0 y OLiF = 0. 


(6.13) 

(6.14) 

F( r) );oduvodnete 

(6.15) 


Druhy zpusob. Nlze napsanou argumentaci je treba trochu modifikovat 
v pripade prostoru komplexmch. 

Zavexl’me na R(A) skalarni soucin indukovany vnorenim do R n . Vsimne- 
me si, ze prostor 

N = (R(Aj)4 (6.16) 

je jadrem (nulovym prostorem) zobrazeni 

(x4y = Ax} : R n —> R m . (6.17) 

(Toto je fakt samostatne dulezitosti, zvl. v teorii reseni soustav rovnic.) 

Na jedne strane tedy mame vztah (podle vety u konce kapitoly o skalar- 
nnn soucinu) 


dimN = n — dimR(A) = n — h r ( A). 


(6.18) 
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Na druhe strane plati podle prve vety teto kapitoly 

dimN = n — dimS(A) = n — h s ( A) (6.19) 

Tedyje h r { A) = h s { A). 

Dukaz rovnosti hodnosti zobrazeni. 

Vztah h = h s dokazeme rozkladem f : V —> W na komposici zobrazeni 



kde I je isomorfismus prirazujici vektoru v = Ylf-i sloupec sourad- 
nic (x* ■ m ") vuci basi v„ A je oznaceni zobrazeni {x 4 y = Ax} a J je 
isomorfismus pfirazujici sloupci souradnic ■■■"'■) vektor Y^jLi ^jV 1 ■ Staci 
si nyni uvedomit, ze (oduvodnete podrobneji) 

h = dimIm (/) = dim(A o /)(Y) = dim A(M”) = dimS(A). (6.20) 

6.1 Hodnost soucinu, regularni matice 

Veta. Necht’ / : V -» W, g : W -> Z. Oznacme symboly hf, h g , h go f 
hodnosti prislusnych zobrazeni. Pak plati vztahy 

Im(go/)Clm(g), Ker (/) C Ker (g o f) (6.21) 

a tudiz i h go f < min (hf,h g ). 


PqznAmka. Zatimco vztah h go f < h g je v teto formulaci videt trivialne, 
implikaci Ker (/) C Ker (g o f) =>- h go f < hf je vhodne zformulovat i v reci 
matic: 

Veta, R(B • A) C R(A), S(B • A) C S(B) 

a tedy take h( B • A) < min(/i(A), h( B)). 

Dukaz. Vztah c , i = b\ ak t znamena, ze 

a s l (C) = ^s,(B)aV 


( 6 . 22 ) 




6.1. HODNOST SOUClNU, REGULARM MATICE 
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Definice regularity. Ctvercovou matici n x n nazveme regularni, 
ma-li hodnost n, v opacnem pripade rikarne matici singularni. 

Prvy dusledek. Pro kazdou regularni matici A existuje tzv. inversni 
matice B takova, ze 

(i - '■ \ 

AB = BA = 1... to je jednotkova matice : : . (6.23) 

\o 1 ) 

(Stacila by jedna podminka k uplne charakterisaci B, objasnete.) Znacime ji 
B = A -1 . 

Dukaz. Pro regularni matici A je zobrazeni 

{x H> Ax} : R n R n (6.24) 

bijekci (proste a „na“). Inversni matici je pak proste matice inversniho zob¬ 
razeni. Toto je take regularni. 

Druhy dusledek. Regularni matice tvori grupu vuci nasobeni . pone- 
vadz B _1 A _1 je zrejme inversni matici k AB, kteraje tim padem regularni 
(pro regularni A, BJ. 

Ktere matice jsou urcite regulArni. 

• Trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky na diagonale. 

• Permutacni matice. 

• Vandermondova matice, jsou-li vsechny ao, a \,... a n ruzne. 

• Exponenciala matice (nakoukni do kapitoly o exponenciale). 

• Matice tvaru 

A = 1 + B (6.25) 

s takovou matici B, aby vyraz (prave C je A -1 ) 

c EnrB" 


(6.26) 
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byl dobre definovan: to zarucime treba malosti vsech elementu B (aby 
suma konvergovala na vsech posicich) nebo kuprikladu nilpotentnosti 
B (to jest pozadavkem, aby B n = 0 pro vsechna n pocinaje nejakym 
n 0 ). 


6.2 Ekvivalentni radkove lipravy 

Objasnime konkretm postup pri urcovani hodnosti matice, pri vypoctu ma- 
tice inversni a pri feseni soustav rovnic. Zakladni metodou je zde Gaussova 
eliminace (zapomnetlivi at’ nahlednou do uvodni kapitoly). 

Definice. Ekvivalentni radkovou upravou matice rozii mim e 

• pricteni nasobku jednoho radku k jinemu 

• vymenu dvou radku 

• vynasobeni nejakeho radku nenulovou konstantou 

a take konecnou posloupnost uvedenych uprav. 

Tvrzeni. Ekvivalentni radkove lipravy nemeni prostor R(A) - tedy ani 
hodnost matice. Dukaz si proved’te sami, je to jednoduche. 

Veta. Matici A' vzniklou z matice A radkovou upravou lze ziskat vy- 
nasobenim matice A nejakou matici M zleva, 2 kde matice M je 

• jednotkova matice, ktera ma navic na posici (* ? ) cislo A, chceme-li 
pricist A-nasobek j-teho radku k radku i-temu 

• permutacni matice, odpovidaji transposici prvku i,j, chceme-li zame- 
nit i-ty a j- ty radek 

• jednotkova matice, ktera ma na posici (\) cislo A (misto jednotky), 
chceme-li i-ty radek vynasobit cislem A 

nebo soucinem M„ •... • M 2 • Mi, chceme-li postupne provest upravy odpo- 
vidajici maticim Mi, M 2 ... 

Vypocet inversni matice. 


'Timto vzdy mame na mysli, ze tato matice M stoji vlevo: A' = M • A. 



6.2. EKVIVALENTNl RADKOVE UPRAVY 
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Necht’ A je ctvercova regularni matice n x n. 

Napisme si dvojici matic (A | 1) (chapejme ji jako jednu matici rozmeru 
n x 2 n) a provadejme jeji radkove upravy tak dlouho, az dostaneme „ekvi- 
valentni“ matici (1 | B). 

(Jde o dvoji provedeni Gaussovy eliminace: nejprve vynulujeme cleny 
pod diagonalou A, pote cleny nad diagonalou.) 

V souladu s posledni vetou je (M representuje upravy) 

M • (A | 1) = (11 B) neboli M • A = 1, M1 = B (6.27) 

a matice B je tudiz hledanou inversni matici k A: 

M = A -1 = B. (6.28) 

VARIANTA RESICI SOUSTAVU. Jde o postup znamy z uvodni kapitoly pro 
regularni A. Soustavu 

Ax = b (6.29) 

vyresime provadenim radkovych uprav roz§irene matice 

(A|b) (6.30) 

do te doby, nez dostaneme matici tvaru 

(l|x); (6.31) 

vektor x je pak hledanym resenim x = A _1 b, protoze matice uprav M je 
opet prave A 1 . 

KombinovanA VARIANTA. Muzeme najednou najit A -1 i vyresit sou¬ 
stavu Ax = b tak, ze upravujeme matici 

(A 111 b) (6.32) 

az do chvile, kdy se na miste, kde byla puvodne A, objevi matice jednotkova. 
Na mistech, kde sidlila 1 resp. b, si precteme hledane A -1 resp. x. 

SloupcovA ANALOGIE. Piseme-li matice vedle sebe, je treba provadet 
radkove upravy (aby se obe matice menily zaroven). Chceme-li pouzivat 
sloupcove upravy, matice je treba zapsat pod sebe. Jeste jedna zmena pro- 
behne: sloupcove upravy se daji psat jako nasobeni vhodnou matici tentokrat 
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6.3 Frobeniova veta, resitelnost soustavy 

Soustava Ax = b je resitelna prave kdyz h( A) = h( A | b). 

Dukaz. Resitelnost znamena, ze 3.x' 1 ...., x rn tak, ze 

b = jTsiX i . (6.33) 

i =1 

To vsak existuje prave tehdy, kdyz b 6 S(A), tody kdyz h s ( A) = h s (A \ b). 

Reseni neresitelne soustavy. lineArni regrese. V mnoha prak- 
tickych ulohach se setkavame se situaci, kdy rovnice pro dane nezname zna- 
me pouze priblizne, vetsinou diky nepresnosti merem, zato je obvykle vetsi 
pocet rovnic nez neznamych. 

V obecnejsim pripade resime soustavu 

Ax = b, (6.34) 

kde b ^ S(A). Za zobecnene reseni x pak pokladame resem soustavy, v mz 
proti posledni nahradime pravou stranu k m nejblizsim moznym vektorem 
lezicim ve sloupcovem prostoru, to jest ortogonalni projekci b do §(A). 

U linearnf regrese hledame dve nezname a, b podle rady nepresnych 
udaju [x l ,y l ), aby „platilo“ 

y l = ax 1 + b. (6.35) 

Hledany vektor x, matice A a prava strana nabudou tvaru 



/#;1\ 



( y l \ 


x 2 1 

+ ( a \ 

b = 

y 2 

A = 

\x n l ) 


\y n ) 


Metoda nese nazev metoda nejmengich (‘tvercu, protoze hledame a, b 
takova, aby byl minimalm vyraz 


~ ax% ~ b) 2 . 


(6.37) 
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Vypocftejte tedy koeficienty a, b takove, aby vektor 



(6.38) 


a porovnejte vysledky se vzorci znamymi z praktik ci odjinud. 
Priklad prvni. Najdete inversnf matici k matici n x n 



Reseni. 

/ 0 1 1 1 1 1 O o o o \ 

10 111 o 1 o o o 

110 11 O O 1 O O ~ (6.40) 

1110 1. o o o 1 o 

V 1 1 1 1 0 ooool/ 



(6.43) 













86 


KAPITOLA 6. HODNOST 


Vysledek tedy zni 


A 




(6.44) 


ZOBECNENI. Chceme-li najit inversni matici k matici, ktera ma na dia¬ 
gonal cislo a + b a mimo diagonalu 6, tj. k matici 



(6.45) 


a napovi-li nam intuice, ze inversni matice bude tehoz tvaru 

A -1 = cl + dU, (6.46) 

lehce dopocteme koeficienty c, d z toho, ze 

1 = AA- 1 = (al + 6U)(cl + dU) = acl + (ad + be) U + bdU 2 , (6.47) 

a protoze U 2 = nU, je ac = 1 , ad + be + nbd = 0, z cehoz c = 1/a & 
d = bj(a ■ (a 4 nb)). 

Priklad druhy. Vyresime soustavu zadanou prvni matici a provedeme 
diskusi. 



Diskuse. 



6.3. FROBENIOVA VETA, RESlTELNOST SOUSTAVY 
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• A = 0: volime x 3 ,x 4 libovolne, z prvnich dvou rovnic dopocteme x 2 a 
a: 1 . 

• A / 0: podle Frobeniovy vety nema reseni. Hledejme zobecnene reseni, 
to jest pravou stranu nahradime ortogonalni projekci do sloupcoveho 
prostoru matice A. Najdete tedy takova a; 1 , a; 2 , a; 3 , a: 4 , aby nasledujfcf 
vektor byl kolmy ke vsem sloupcum A, coz vede ke ctyrem (ale jen ke 
dvema nezavislym) rovnicim, ktere dopoctete. 


/ 3 \ 
; 1 

9 

— a; 1 

( 5 ) 

4 

8 

— X 2 

- 3 ) 
-2 

“ 6 1 

- x 3 

2 ) 

3 

-1 , 

-a; 4 

4 ) 

7 

“ 5 1 

(6.50) 

V A J 


w ) 


V “ 3 ) 




l 17 ) 



Kontrolou vam bude, ze dosazemm A = 0 musite dostat reseni pred- 
choziho bodu. 


Priklad treti. Najdete nejmensi kladne cele n pro ktere 


A n = 1 kde A = 


( cos 2° sin 2° 
— sin 2° cos 2° 


° \ 


cos 3° sin 3° 

— sin 3° cos 3° J 


(6.51) 


Reseni. Vsimnu si, ze pro blokovou matici tvaru 



plati 

Dale si uvedomim, ze 

cos a sin. 
— sin a cos. 



(6.52) 


(6.53) 


Hledame tedy nejmensi n, aby 2 n i 3n bylo delitelne 360, tim je n = 360 
jako nejvetsi spolecny nasobek 180 a 120. 
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PqznAmka. Existuje samozrejme nepreberne mnozstvi uloh z fyziky i 
odjinud, vedoucich k feseni nejake soustavy linearnich rovnic. Jako pnklad 
si napiste napr. Kirchhoffovy zakony pro nejaky slozitejsi elektricky obvod, 
obsahujici pouze zdroj stejnosmerneho napeti a odpory. Spoctete velikosti 
proudu v jednotlivych vetvich obvodu. 




Kapitola 7 

Operatory v ruznych basich, 
stopa 

7.1 Podobne matice, matice v ruznych basich 


Veta. Necht’ / : V —>■ W ma 

1. matici A vuci basim a wi,..., w m 

2. matici B vuci basim vi,..., v n a wj,..., w m . 

Necht’ Vj = Yli' w j = Wj'rfb. 

Pak B = D 1 AC. (7.1) 


+ 

Specialne, mame-li pokazde jednu basi (Y = W), v, = w*, 

mame vzorec B = C _1 AC. (7.2) 

Matici C rikarne matice prechodu od base v ? . (stare) k basi v t (nove). 
Pro lepsi zapamatovaui detailne: Ve sloupcich ma matice zapsany souradnice 
vektoru nove base (vj) vuci stare basi (vj). Obsahuje-li tedy nova base delsi 
vektory nez stara, matice prechodu od stare k nove obsahuje „velka cisla“. 
Jsou-li x l souradnice vektoru x v basi Vj (stare), tj. x = J2i ^i x% a obdobne 
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x 1 souradnice v basi Vj (nove), jsou svazany vztahem 



Dukaz. Prechod od nevlnkovane basi k vlnkovane napiseme takto (vsi- 
mnete si, ze - podle obvyklych pravidel - nasobime matici radek, jehoz prvky 
nejsou cisla, ale vektory!): 

(vi,..., v„) = (vi,..., v„)C a (wi,..., w m ) = (wi,..., w m )D (7.4) 
Vztah f (vj) = zapisuji 

■ ■ • ,f(v„)) = (wi,..., w m )A (7.5) 

apodobne (f(v[)..... f(v„)) - (wi..... w„,)B. (7.6) 

Zkombinujeme-li posledni rovnost s druhou rovnosti prvni radky dukazu, 
mame 

(f(vi),...,f(v„)) = (wi,...,w m )DB. (7.7) 

Naopak, prilozfme-li funkci k rovnosti 

^ fW) = Ef(v»)4 (7.8) 

k =1 k =1 

mame 

■■■■ ?(*»)) = (f(vi), • • •, f (V„))C = (*!,..., w m )AC (7.9) 
a ziskame tak dokazovanou rovnost 

AC = DB If B = D AC. (7.10) 


Definice. Matice A, B, pro nez existuje matice C, ze 

B = C^AC, (7.11) 


nazyvame podobne a znacime A ~ B. 















7.2. STOPA 


91 


Urob SI sAm: 

1. A ~ B => A” ~ B", A -1 ~ B 1 (existuje-li). 

2. Podobne matice maji steinou hodnost (ale i stejnou stopu a determi¬ 
nant, ba dokonce stejny charakteristicky polynom, jak uvidime pozde- 

ji)- 

3. Pro A ~ B existuje v base V]...., v„, v niz ma zobrazeni {x 
Ax} : R n U-% R n matici B. 


7.2 Stopa 

Dulezitost tohoto pojmu ocenime az pozdeji. 

Definice. Necht’ operator / : V ' Y V ma vuci nejake basi vi,..., v„ 
matici A. Stopou matice 1 A resp. operatoru / nazveme soucet diagonalnich 
prvku: 

IV 'IV A J2 ai i (7.12) 

2=1 

Korektnost definice (nezavislost na basi) stopy pro operator vyplyva z na- 
sledujiciho 

TVRZENI. Stopy podobnych matic A a A' jsou stejne. 

Tvrzeni je dusledkem obecnejsiho faktu, tzv. cykli£nosti stopy (plati i 
kdyzAB^BA): 

TV AB = TV BA, (7.13) 

protoze 

TV(C _1 AC) = TV(ACC -1 ) = TV A. (7.14) 

Cyklicnost stopy dokazeme prostou zmenou poradi sumace a prejmeno- 
vamm sumacmch indexu: 

TVAB = EE“'/« = ^'BA = (7.15) 


1 Zkratka ,,Tr“ je z anglickeho „trace“; pouziva se tez zkratky „Sp“ z nemeckeho „Spur“. 




92 


KAPITOLA 7. OPERATORY V RfJZNYCH BAStCH, STOPA 




Kapitola 8 

Determinant 


Teorie determinantu vznikla v souvislosti s fesenim soustavy 

Ax = b (8.1) 

pro regularm A. Jak jsme jiz naznacili v uvodni kapitole, lze temto otazkam 
dati i geometrickou interpretaci . Uvidime totiz, ze teorii determinantu je 
mozno chapat jako teorii mefeni obi emu v R n . Omezme se pro konkretnost 
na pripad dimense tri a podivejme se, jake vlastnosti ma mit velicina zvana 
objem t^lesa. Ucinme nasledujici pozorovani pro vektory z R 3 . 

Oznacme symbolem 

F(vi,v 2 ,v 3 ) (8.2) 

objem rovnobeznostenu R(vi, v 2 , v 3 ) = | A* e (0,1)}. 

Aditivita. Objem sjednoceni disjunktnich mnozin by mel byt roven 
souctu objemu casti. Obrazek (nakresleny jen v dvourozmerne situaci) vas 
snad presvedci, ze by melo platit 



(obsah „velkeho“ rovnobeznika je roven souctu obsahu mensich rovno- 
bezniku - staci presunout „dlouhy“ trojuhelnik) 

V(vi, v 2 , v 3 ) + V(-v[, v 2 , v 3 ) = F(vi + v' l5 v 2 , v 3 ) (8.3) 
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a podobne vztahy pro druhou a treti promennou. 

My vime podrobneji ze zakladni skoly, ze objem je dan vzorcem „za- 
kladna krat vyska“ a ze vyska na zakladnu £({v2, v 3 }) se nemeni prictemm 
nasobku V2 a v 3 k vy, tedy 

F(vi + v 2 Q! 2 + v 3 q; 3 , v 2 , v 3 ) = F(vi, v 2 , v 3 ) (8.4) 

pro libovolne a 2 , a 3 a podobne pro druhou a treti promennou. 

Znamenko objemu, pojem orientace 

Konsistence (8.3) vede k pozadavku (objasnete!) 


V(—vi, v 2 , v 3 ) = — V(vi, v 2 , v 3 ). (8.5) 

To znamena, ze uz nelze chapat V jako vzdy nezapornou velicinu. Musime 
vybrat spravne znamenko pro V. Jak ho urcime? Zde prichazime ke klico- 
vemu pojmu „orientace base V]. v 2 . v 3 “. Tato orientace muze byt bud’ sou- 
hlasna s kanonickou basi daneho prostoru ci nesouhlasna. Predstavime-li 
si kanonickou basi 



orientovanou podle pravidla prave ruky, napr. ei dozadu (tj. za vase zada), §2 
vpravo a e 3 nahoru, obecneji pohybuje-li se prava ruka 1 ve smeru ukazovacku 
od ei k § 2 , miri palec ve smeru e 3 , lze mluviti o pravoto£ivosti (napr. 
nebo levoto£ivosti dane base. Pojmu souhlasne orientace dvou basi 
venujeme rozsirujici poznamku nize. Zatim se spokojime s konstatovanim, 
ze base 

Vpi 1 ), v p ( 2 ),..., v p („) (8.7) 

je souhlasne orientovana s basi 

vi, V 2 ,..., v„ (8.8) 

prave kdyz je p suda permutace. Takze je prirozene chtit, aby platil vztah 
(vsimneme si, ze —Vj.v2.v3 ma jinou orientaci nez vi, V2, v 3 ) 

^(v p (i),v p( 2 ),v p(3) ) =znakp-F(vi,v 2 ,v 3 ). (8.9) 

X S prsty ohnutymi na kruznici se stredem v pocatku. 
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Cejch 

Zbyva ocejchovat velicinu V treba vztahem 

F(ei,e 2 ,e 3 ) = 1 (8.10) 


pro kanonickou basi v R 3 . 

Je-li nyni A matice 3x3, pisme 

detA misto F(si(A), s 2 (A), s 3 (A)). (8.11) 

(Procpak asi volime toto oznaceni? Viz nize.) 

Pozadavky vyse lze nyni zformulovat takto: 

• det A je linearni funkci kazdeho sloupce 

• Je-li p matice tvaru 

p l s = Ku) ( 8 - 12 ) 

pro vhodne zobrazeni 7r : {1, 2, 3} —>■ {1, 2, 3}, tak je (viz vyse) 

detp = znak7r (8.13) 

s tim, ze neni-li 7r permutace, dodefinujme jeho znak na nulu 2 (pak totiz 
ma p nejake dva sloupce stejne a proto musi byt -viz vyse- det p = 
— det p). 

Rozpis do sloupcu 

Rozepisme nyni sloupec 



a podobne zbyle dva. Z pozadavku linearity v kazdem sloupci plyne vztah 
(rozepiste podrobne) 

det A = ^2 det A p , (8.15) 


'Tohoto oznaceni budeme uzivat i pozdeji. 
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kde scitame pres vsech 27 zobrazeni p : {1, 2, 3} —> {1, 2, 3} a matice A p ma 
na posici (i,j) prvek a l j, pokud i = n(j), a jinak nulu. Uzitim vztahu pro 
determinant permutacm matice a linearity mame 

3 

det A p = a^znakp (8.16) 

a tudiz dospivame k zaveru . 

3 

det A = ^znakp JJ (8-17) 

p ' ’ Aye'C.' 

Shrnme obsah tohoto odstavce: induktivnimi uvahami jsme dospeli k za¬ 
veru, ze existuje-li „rozumny“ pojem objemu mnohostenu, musi byt pro rov- 
nobeznosten dan 3 formuli (psanou obecne 4 pro R") 

Definice determinantu 

det A = ^znakp JJ (8.18) 


PqznAmka o permanentu. Pokud bychom vynechali nasobeni znakem 
permutace a tedy vsechny prispevky scitali, dostali bychom permanent 
dane matice. Na rozdil od determinantu matice n x n, ktery lehce spocteme 
napriklad upravou matice na trojuhelnikovy tvar jiz po asymptoticky cn 3 
operacich (potrebujeme vynulovat cca. n 2 /2 elementu matice a kazde takove 
vynulovani je spojeno s pfictenim nasobku jedne radky k jine, coz obnasi 
2 n operaci), permanent se s nejvyssi pravdepodobnosti takto rychle pocitat 
neda a nauky o NP-uplnostech maji promysleny postupy, jak modifikovat 
pripadny algoritmus pro jeho polynomialne rychly vypocet na reseni vetsiny 
vypocetne narocnych kombinatorickych problemu. 

Pred systematicke zkoumani pojmu determinantu vlozime jeste 

INFORMATIVNI VSUVKU O POJMU ORIENTACE V R". Misto O orientaci 
n-tice sloupcu matice mluvme primo o orientaci realne matice . (Komplexni 
matice ma obecne komplexni determinant, a tak neni vhodne mluviti o jeho 
znamenku.) 

3 Az na znamenko a pripadny koeficient souvisejici s volbou jednotkoveho objemu. 

4 Vsimnete si, ze uvahy mohly byt provedeny pro jakekoli n. 
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Definice. Dve matice A, A' nazveme souhlasng orientovane, pokud 
existuje spojite zobrazeni 

{/. • > A(/.)} : (0. f M, IX „ (8.19) 

do prostoru M. nX n matic n x n takove, ze 

A(0) = A, A(l) = A' a pro vsechna t E (0,1) je A (t) regularni. 

( 8 . 20 ) 

Homotopie. To je nazev pro takovyto „spojity prechod“ od jedne n- 
tice vektoru (sloupcu A) k druhe (sloupcu A 7 ), pri kterem nedojde nikdy 
k „splacnuti“ menene base K" (regularita A (t)). 

Veta. Jsou pouze dve trfdy ekvivalence v relaci „byt souhlasne ori- 
entovan“: tnda A4+ souhlasne a trida A4 nesouhlasne orientovanych s 1. 
Zobrazeni 

{ A :• > B ° A} : M > M (8.21) 

prevadi Ai± na M.± resp. na podle toho, zda B E M.+ resp. B E A4-. 

Permutacm matice p w patri do -M yniX ^ ■ 

Dukaz jen naznacime. Pripomenme, ze Gaussovou eliminaci lze kazdou 
regularni matici A vyjadrit jako komposici elementarmch matic typu M/ = 
1 + AE/ (indexy i,j neoznacuji posici v matici, nybrz konkretm matici M: 
matice E/ ma jednicku jen v miste na i-te radee a v j-tem sloupci, jinde 
nuly, (E= SfSj) nebo typu jednotkove matice, v niz jednu 1 nahradime 
— 1 (nebo lze vzit typ matice prohazujici dva radky) nebo typu, kde se proti 
jednotkove nasobi jeden radek kladnou konstantou A. 

Pritom matice vznikla „zapomenutim cinitelu“ tvaru M/ v tomto sou- 
cinu je souhlasne orientovana s A: nem problem spojite prejit od A k A' 
spojitou zmenou A, resp. nazorne rozpisem na soucin mnoha matic s A —> 0. 
Takze mame soucin matic typu J<p;> prohazujicich dva radky a dk.x na- 
sobici k-ty radek cislem A a ptame se, kdy je tento soucin (ne)souhlasne 
orientovan s 1. 

Ukazuje se, ze zavisi pouze na tom, zdaje cinitelu a J^.x se zapor- 

nym A sudy nebo lichy pocet, presneji (jak dokazeme) komposice dvou matic 
typu J < ij > nebo J \ je souhlasne orientovana s 1. Prozkoumame jen souciny 
dvou transposicnich matic (podrobnejsi zkoumani soucinu typu 
J k ,xJ<ji> a Jk.X'lk',X' prenechame ctenari) a rozlisime pritom dva pripady: 
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• J< 2 j>J<fc;> : pricemz mnoziny {i. j] a {k,l} nejsou disjunktm. V pri- 
pade, ze jsou dokonce stejne, je soucinem primo jednotkova matice, 
v opacnem dostaneme soucin typu 



coz je otoceni o 120° kolem osy prveho oktantu, takze dostaneme sou- 
hlasnost s 1. 

• Disjunktm prlpad, tedy situace typu 

( O 1 o o\ /o-loo\/looo\ 

looo _ looo o-loo 

oool - 0 0 0 -1 oolo 

V o o 1 o / \o O l o)\o oo -l ) 

(8.23) 

coz je komposice otoceni prve a druhe osy o 90°, otoceni treti a ctvrte 
osy o 90° a otoceni druhe a ctvrte osy o 180°, z cehoz plyne souhlasnost. 


PqznAmka. Idea tohoto dukazu (rozlozit matici na soucin mnoha ,.jed- 
nodussich“ matic) se nam bude hodit i jindy, a to nejlepe v nasledujicim 
tvaru (promyslete si jej): kazdou regularni matici souhlasne orientovanou 
s 1 lze rozlozit na soucin (mnoha) matic ,jen malinko se lisicich od jednot- 
kove matice“. 

CviCENl. V R 2 sestrojte homotopii od 

(—ei,e2) do (e2,ei). („Otocte to!" ) (8.24) 

Nahlednete, ze homotopii od (ei,e2) do (ei,— $ 2 ) sestrojit nelze. 

8.1 Zakladni vlastnosti determinantu 

Veta. Funkce 

{A i-> det A} : M. nX n —■ ► M (nebo C ...) (8.25) 


ma tyto vlastnosti: 
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1. Je to multilinearm funkce, tedy linearni funkce kazdeho sloupce (fi- 
xujeme-li sloupce zbyvajici). 

2. Zmeni znamenko po vymene dvou sloupcu, obecneji pro libovolnou 
permutaci 

det ^ s^i), ■ • •, Sj|< w > j = znak7r ■ det ^ si, ..., s n ^ (8.26) 

Z toho take plyne, ze determinant matice se dvema stejnymi sloupci je 
nulovy, protoze je roven „minus sobe“. 

3. Nezmeni se prictenim linearni kombinace ostatnich sloupcu k sloupci 
danemu. 

4. det A / 0 A je regularni; det 1 = 1. 

Dukaz. 

1. Pisme (uvnitr sumujeme pres ty permutace, pro ktere p( 1) = j) 


n 

det A = ^2 ^2 znakp a p ^\, (8.27) 

j P i =2 

kde fi ( s k ) = a\ oznacuje j-tou souradnici sloupce s k , coz je linearni 
funkce tohoto sloupce, vnitrnl sum a na prvem sloupci vubec nezavisl a 
proto je cely determinant linearni funkcl prveho (analogicky vsak take 
jakehokoli jineho) sloupce. 

2. PlatI (sumujeme pres vsechny permutace k) 


det(s 7r ( 1 ),..., a w(f?) ) = J^znak/i JJ = (8.28) 

= ^2 zna ^ K II = znak 7T ^2 znak A JJ p (8.29) 

K j= l A j= 1 

uvedomlme-li si, ze sumace pres vsechny permutace A = K7r _1 je totez, 
co sumace pres vsechny permutace k (permutace tvorl grupu) a ze 
znak n = znak A ■ znak 7r, je dukaz hotov. 
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3. Toto pomerne snadno plyne z predchozich dvou bodu. Vyuzijeme linea¬ 
rity ve sloupci, ke kteremu pricltame, a secteme determinant puvodni 
matice s determinantem matice, ktera ma dva sloupce stejne. 

4. Plyne z toho, ze Gaussovou eliminaci (ktera podle (1), (3) nemeni 
(ne)nulovost determinantu) lze dospet od regularni matice k jednotko- 
ve matici. 

CviCENl. Spoctete determinant Vandermondovy matice. 

Nejprve odectete prvni radek od druheho, tretiho atd. a ziskate tak nuly 
v prvem sloupci (vyjma prvni radky). Pak zjistite, ze z druheho radku lze 
vytknout (ai — ao), ze tretiho ... az z (n + l)-veho lze vytknout (a n — ao). 
(Vyuzijete pri tom vztahy typu — erg = (03 —Q'o)(q '3 + Q' 3 Q'o + Q'o).) Ziskate 
tim faktor n"=i (oij — ao), ktery vyskoci pred determinant. Pak odectete 
od posledniho sloupce ao-nasobek predposledniho, od predposledniho ... od 
tretiho ao-nasobek druheho, cimz dostanete mensi Vandermondovu matici 
(v niz chybi ao). 

Vysledek je II i<j( a j ~ a i): t e cly pokud jsou vsechny a^ ruzne, je matice 
regularni. 

Veta. Necht’ matice A ma tvar (tzv. blokove matice) 

A =( 0 A")’ ( 8 ' 30 > 

kde v levem dolnim rohu jsou same nuly a v podtabulce C cokoli. Pak 

det A = det A 7 ■ det A". (8.31) 

Pokud blok n 0" neni nulovy, neplati zadny vzorec typu (!) 

det A = det A 7 det A 77 — det C det O. (8.32) 


Dukaz. Necht’ ma matice A' resp. A” rozmer m x m resp. (n — m) x 
(n — m). Determinant matice A ziskame jako sumu pres vsechny permu- 
tace mnoziny indexu od jedne do n, ale je treba si uvedomit, ze nenulovy 
prlspevek daji jen permutace rozlozitelne, to jest takove, ktere lze zapsat 
jako komposici permutaci n' o -k", pricemz n' resp. n" ucinkuji pouze na 
mnozine indexu { 1 ,..., m} resp. {m + \ .. n\: nerozlozitelne permutace 
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nutne obsahuji cyklus, jehoz se ucastni indexy obou skupin, tedy tyto per- 
mutace nutne priradi nekteremu indexu prve skupiny nejaky index skupiny 
druhe, stejne takjako naopak, a proto cleny odpovidajici temto permutacim 
obsahuji cinitel z leveho dolniho rohu (kde jsou nuly). 

Uvedomime-li si navic, ze znak7r = znak7r' • znak7r", muzeme jiz psat 
det A jako 

y znak 7r TJ a 7r i%— y znak 7r'znak n" d K "^ l "\n. 

K 7r' 7r" V —1 

(8.33) 


PoznAmka. Vetu lze zobecnit i na pnpad vice bloku (zformulujte). Ex- 
tremnim pripadem je situace, kdy bloky maji rozmer lxl. Pak ma veta 
dulezity dusledek. 

Dusledek. Determinant trojuhelnikove matice je soucin diagonalnich 
prvku. 

V* < j nebo Vj < i ctj = 0 > det A = a\ (8.34) 

Tento vzorec spolu s Gaussovou eliminaci dava nejdulezitejsi navod k vypoc- 
tu determinants. Puvodni definici determinantu uzivame jen ve specialnich 
pripadech, napr. pro matice, ktere maji „mnoho nul“, nebo pro matice ma- 
leho rozmeru: 

O determinantu „matice“ 0x0 je vhodne predpokladat, ze je roven jedne. 
Determinant „matice“ 1 x 1 je primo a\. Determinant matice 2 x 2 je a\a 2 2 — 
a\a\. Determinant matice 3x3 pocitame pomoci Sarusova pravidla (jako 
soucet tri „jihovychodnich“ soucinu minus soucet tri „severovychodnich“ 
soucinu) a je treba zduraznit, ze neplati pro matice jineho rozmeru nez 3x3. 

Zasadni vyznam v teorii determinantu ma 

Veta. det BA = det B • det A 

PqznAmky. Pred dukazem vety si neodpustime par radek komentare. 

• Oznacime-li obvyklym symbolem GL(n) (obecnou linearni) grupu 
vsech regularnich matic rozmeru nxn, pak uvedena veta rika „pouze“ 
to, ze nasledujici zobrazeni je homomorfismus grup: 


{A i—>■ det A} : GL(n) —)• (M \ {0}, ■) 


(8.35) 
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• Veta ma i geometrickou interpretaci: det A oznacuje, jak vime, koefici- 

ent, s nimz se mem objem telesa pri zobrazeni {x i —> Ax} : —> M" 

(toto konstatovam se nebudeme snazit vice precisovat). Provedeme-li 
nejprve zobrazeni dane matici A a pak B, nasobi se nam objem nej- 
prve koeficientem det A a pak jeste koeficientem detB, ale z druhe 
strany jsme provedli zobrazeni (x i—> BAx} a objem se tedy zmenil 
s koeficientem det BA. 

• Veta o soucinu determinants umoznuje zavest pojem determinantu 
libovolneho operatoru / : V —>■ V predpisem 

det / = det A, 

kde A je maticove vyjadreni / v neiake bazi prostoru Y. Je-li totiz 
A' = CAC -1 maticove vyjadreni / v jine bazi, je det A = det A'. 
Uvedomte si totiz, ze det(A _1 ) = (det A) -1 . 

• Dokazte uvodni vety teto sekce jako dusledek vety prave diskutovane. 


PUKAZ. Nejprve si uvedomme, ze vztah platipro (napr. hornij trojuhel- 
nlkove matice, protoze soucin dvou trojuhelnikovych maticje opet trojuhel- 
nlkova matice, ktera ma na i-tem mlste na diagonale soucin prvku matic, 
ktere nasobime, na tomtez mlste, a determinant trojuhelnikove matice je 
soucinem diagonalnich prvku, jak jsme nedavno ukazali. 

Obecne matice B resp. A prevedeme takovymi radkovymi resp. sloupco- 
vymi upravami, kterymi se nemeni determinant (to jest prictem fa dy jedne 
k fade jine nebo vymena dvou fad spojena se zmenou znamenka jedne z nich 
- tato uprava mj. lze ziskat jako komposice pfedchozich) na matice B r resp. 
A' (horniho) trojuhelnikoveho tvaru. 

B = Ri ... R n B', A = A'Si ■ ... ■ S M (8.36) 

StacI jiz napsat 

det BA = det(Ri • ... • R./v'B , A / Si • ... • Sj^f) = det B , A / = (8.37) 

= det B 7 det A' = det B det A. (8.38) 


Nekteri z vas prahnou po abstraktnejsim dukazu, tak ho maji mit. 
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Lemma. Kazda matice B lze zapsat jako jakasi spravne uzavorkovana 
„suma“ matic temer permutacnich 

B = 0B^, (8.39) 

kde matice B^ maji vsude nuly, krome mist (7r(i),i), kde maji odpovidajici 
element matice B, totiz 

Nejde vsak o obycejne scitani, ale o (pro znalejsi rikame „v jistem kontex- 
tu tensorove“) scitani dvou matic, ktere se lisi jen v jednom sloupci; soucet 
pak ma tento sloupec roven souctu (tech ruznych) sloupcu scitancu a ostat- 
ni sloupce ma stejne jako scitanci (na rozdil od obycejneho souctu, ktery by 
mel i tyto sloupce rovny souctum, cili dvojnasobne). Pokud jsou oba scitanci 
uplne stejne matice, nevime, ktery sloupec mame zdvojnasobit; alespon se 
dohodneme, ze vybereme nulovy sloupec, je-li nejaky. 

Tento rozpis jsme diskutovali jiz na uvodu kapitoly; scitancu bude celkem 
n". ovsem jen n ! z nich bude regularnich. Pro opakovani: nejprve rozepiseme 
B podle prvniho sloupce, pak scitance podle druheho atd. Napr. 

(8.40) 

(8.41) 

Druhe lemma. Pro rozklad 6 = 06^ plati take 

AB = 0AB ff . (8.42) 

Dukaz staci provest pro prlpad 

A(Bi ® B 2 ) = ABi ® AB 2 (8.43) 

a indukci spatrit, ze A lze „nasoukat“ do stale hlubslch zavorek, az vyraz 
zcela „roznasobhne“. 

Ale tento prlpad je ocividny. Necht’ je ruzny sloupec matic Bi a B 2 ten 
prvy. Pak jsou elementy prveho sloupce matice AB „skalarnim soucinem“ 
(bez hvezdicky) radku A s prvnim sloupcem B, takze vskutku 

si(A(Bi ffi B 2 )) = si(ABi) + Sj (AB 2 ) (8.44) 

a ostatnisloupce matic ABi, AB 2 a tedy i ABi ffi AB 2 , ale take A(Bi ffiB 2 ) 
jsou stejne. 
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Dale si vsimneme, ze vztah 

det ABjr = det A • det (8.45) 

je snadnym zobecnenlm vztahu nedavno dokazaneho 

det A det = det Aznak 7 r, (8.46) 

protoze sloupce (napr. i-ty) matice AB a jsou jen clslem b w ^\ (ktere lze 
vytknout) pronasobene sloupce matice AP^. 

Nynijiz lze upravovat det AB: nejprve dosadlme z prveho lemmatu, pak 
upravlme podle druheho a nakonec uzijeme dvakrat vztahu 

det(C © D) = det C + det D, (8.47) 


vyjadrujlclho linearitu determinantu jako funkce kterehokoliv sloupce. 

det AB = det A(© B,,-) = det(0 AB,,-) = , 

= det A( J2 det B^) = det A ■ det(© B^) = det A • det B. 


8.2 Vypocet cirkulantu 

Spocteme zde jeden vyznacny determinant, zvany cirkulant, jako ilustra- 
ci vzorce det AB = det A det B. Nejde jen o ze stovky jinych namatkou 
vybrany priklad; metoda nize pouzita je ve skutecnosti zakladem celeho 
matematickeho oboru - harmonicke analyzy (teorie Fourierovych trigo- 
nometrickych fad atp.). 


PRIKLAD. Mame pro libovolna ao, ai, ..., a n spocitat 


det C, kde 



ai 

ao 


a n -1 a n \ 
a n -2 a n -1 


\ Bl «2 ■■■ CLn Q0 / 


(radek (ao, ■ ■ ■, a n ) se toci dokola, na diagonale vsude a 0 ). 


(8.49) 


Reseni. Pouzijeme tento „maly trik“. (Pozor, prechazime do komplex- 
nich prostoru!) Oznacme symbolem 

2iri 2n . 2n 

e = exp-- = cos-- © « sin-- 

n+1 n+1 n+1 


( 8 . 50 ) 
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tzv. primitivm hodnotu n+ \/l. Pisme Sj = e 7 , j = 0,1,... 
vyjadrit matici operatoru 

,n. „Zkusme“ 

{x^Cx} 

(8.51) 

v basi dane 5 slouDcovvmi vektorv tvaru (cislicka nahore isou exDonentv) 

v y = (l Sj s] ... ej) T 

(8.52) 

Plati nasledujici vyznacny vztah (v ? je „vlastni vektor“): 


CV # > VjVj. 

(8.53) 

kde u> j = qq + a\£j + ci 2 £?j + ... + a„£". 



(Overte podrobne.) 

Mame tedy vysledek! Determinant onoho zobrazeni je v nove basi vy- 
jadren jako determinant diagonalni matice s prvky lo ;) na diagonale, je tedy 
soucinem cjj: 

detC IK fl(E«^)- ( 8 - 54 ) 

;j= 0 j — 0 2=0 

Na podobne tema budeme jeste mluvit v podkapitole o dualni grupe. 

8.3 Rozvoj determinantu podle sloupce 

Oznacme symbolem A/ matici vzniklou vynechanim i-teho radku a j-teho 
sloupce (podle nehoz matici rozvijime) z matice A. Pak plati nasledujici 
veta. 6 

Vj det A = det A/ (8.55) 


Dukaz. Oznacme symbolem A <tl> matici vzniklou z A vynulovanim 
vsech prvku j-teho sloupce s vyjimkou o l .j. Linearita determinantu jako funk- 
ce sloupce dava vztah 


Vj det A = det A<y > . (8.56) 


5 0 prevodu souradnic vektoru do teto base se mluvi jako o diskretni Fourierove 
transformaci. 

6 V Kopackovych skriptech je brana za definici determinantu indukci podle rozmeru, 
suma pres permutace je tam tedy vetou. 
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Staci nym dokazat 

Lemma, det A< tJ > = (—det A/ 

Pro * = j = 1 je lemma zrejme, jinak „prestehujeme“ prvek ifc; na mi'sto 
(1,1) postupnou aplikaci 

• transposic sloupcu v poradi i4f- i — 1 , « — i — 2, 

• transposic radku v poradi j j — 1, j — j — 2 , ..., 2 1. 

Jelikoz transposice sloupcu, ale i radku (jak ukazujeme dale) mem znamenko 
determinantu, bude vysledna matice (znacme ji A' <tJ > ) splhovat vztali 

det A’ <i:j> = (-1 det A<jj>. (8.57) 

Dukaz lemmatu plyne nym ze zrejmeho vztahu 

det A^ijy = n l j det A/ (8.58) 

(blokova matice, prvni sloupec nulovy az na prvni clen, pravy spodek matice 
A' < ,^ > je prave matice A/). Pouziti radkovych uprav se bylo mozno vyhnout; 
nebylo by to vsak ucelne vzhledem k platnosti vztahu nize, jehoz dusledkem 
je (vsimnete si prehozeni indexu i a 7r(i) proti drivejsim formulim) 

det A = ^2 znak n (8.59) 

PRINCIP. Zamenime-li v jakemkoli platnem tvrzeni slovo „radek“ za slovo 
„sloupec“ a naopak (a eventualne invertujeme poradi nasobeni matic, je-li 
o nem fee), dostaneme opet platne tvrzeni. 

Dukaz plyne ihned z trivialniho vztahu 

znak7rznak7T _1 = 1 (8.60) 

pro inversni permutaci chapanou jako it 1 (j) = i pokud ir(i) = j. Proto je 
determinant transponovane matice, to jest matice prevracene pres hlavni 
diagonalu, stejny jako determinant matice puvodni. 

Vypocet inversm matice 

Oznacme B matici s prvky bP i = ( —l)*" 1 "- 7 det A/. Pak je 

e =eh y +k ^ det = s i det a ’ 

k k 


( 8 . 61 ) 
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kde 8\ = 1 resp. 0 pokud i = j resp. (v prvem pripade jde o roz- 

voj det A, v druhem jde o nulovost determinantu se stejnou i-tou a j-tou 
radkou). Takze plati 

BA = det A -1, (8.62) 

a tedy CA = 1, kde matice C = A -1 ma prvky 

c\ = (—det A/(det A) -1 . (8.63) 


(Vsimnete si prehozeni poradi indexu i,j.) 


8.4 Cramerovo pravidlo, reseni soustavy 


Soustavu nize muzeme vyresit take touto uvahou: 

Ax = b ci b = ^ s iX 1 (s\ je *-ty sloupec A) (8.64) 

Oznacme symbolem A^.g matici vzniklou nahrazenim j-teho sloupce matice 
A sloupcem b. Pak je 


det A^.g = det Adet A^'a? = a;- 7 det A (8.65) 


(kde prostredni rovnitko je opravnene linearitou determinantu, Ajg. = A 
pro i = j , det A jS . = 0 pro * / j), tedy 


= 


( 8 . 66 ) 


Geometrickou interpretaci teto uvahy jsme jiz uvedli v odstavci (1.2). 
Ve srovnani s metodou odstavce (6.2) se nabizi otazka, ktera z techto dvou 
metod je ucinnejsi a rychlejsi. To zavisi na konkretnim pripade. Vyhoda 
vzorce (8.66) je v jeho prehlednosti, coz umozni lecktere jeho netrivialni 
aplikace i v ulohach, kdy nam nejde vyslovene o numericke hodnoty velicin 
xi, ale treba jen o postihnuti nekterych vlastnosti reseni. Viz treba odstavec 
(17.3) - Jacobi-Sylvesterova metoda. 

Ale i v jinych problemech, treba pro tzv. pasove matice (jejichz nenulove 
cleny jsou soustredeny pobliz diagonaly; takovyto typ se vyskytuje velmi 
casto v aplikacich pri nahrade diferencialnich rovnic diferencmmi) se nekdy 
ukazuje, ze uzitecnou informaci o hodnote x 1 lze odvodit i pro velmi velke 
matice. 
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Cviceni. Mejme soustavu rovnic 

x n + a(n)x n -i + f3(n)x n+ i = b n , (8.67) 

kde n je hodne velke (predstavme si treba n = 10 23 , jak je ve statisticke 
fysice bezne) a kde vetsina koeficientu a(n) a /3(n) je nulova. (Rekneme, ze 
mene nez deset procent koeficientu a(n) i /3(n) je nenulovych.) 

Potom pro vetsinu hodnot k E {1, 2,... , n} ma reseni rovnice (8.67) s pra- 
vou stranou b n = d^n alespon polovinu slozek nulovych! Dokazte. (Prozkou- 
mejte ten cyklus libovolne permutace prispivajici k determinantu v citateli, 
ktery obsahuje sloupec k. Muze byt vubec prispevek permutace s takovym 
cyklem nenulovy?) 

Alternativni formulace 

Uved’me jeste nasledujici „homogenni“ versi Cramerova pravidla: 

Veta. Mejme homogenni soustavu 

Ax = 0 (8.68) 

n rovnic o n&pl neznamych, s matici hodnosti n. Pak jeji reseni je dano (az 
na nasobek) vzorcem 

x ; ; ( 1 j' det A,;. (8.69) 

kde Aj oznacuje matici, vzniklou z A vynechanim i-teho sloupce. Dukaz lze 
provest pomoci nasledujici uvahy: 

Doplnme matici A nahore jeste jednim radkem - oznacme jej y - volenym 
z radkoveho prostoru A. Determinant takto rozsirene matice je samozrejme 
nulovy; jeho rozpisem podle prvniho radku y dostaneme 

1)*y/2 del A, 0. (8.70) 

tedy x z rovnice (8.69) je vskutku kolme k y. (Vzpomente si na charakterisaci 
homogenniho reseni jako ortogonalniho doplnku k radkovemu prostoru matice.) 
Vyjasnete vztah tohoto tvrzeni ke Cramerove pravidlu! 




Kapitola 9 


Vlastm cisla a vektory 
operatoru 


Prichazfme nynf k jednomu z nejdulezitejsfch pojmu linearnf algebry. 

Definice. Necht’ / : V —>■ V je linearni operator a 

f(v) = Av, v / 0. (9.1) 

Pak A nazveme charakteristickym neboli vlastnfm (ifslem 1 operatoru / a 
v jeho vlastnfm vektorem. (V prfpade, ze jde o prostor funkcf V, mluvfme 
o vlastm funkci.) Souboru vlastnfch cfsel operatoru rfkame spektrum. 
Zformulujte si sami pojem vlastnfho cfsla a vektoru matice. 

Nutnost zavedeni komplexnich lineArnich prostoru. 

Chceme-li vyuzfvat mocne techniky vlastnfch cfsel a vektoru rozvinute dale, 
uvazme, ze algebraicka rovnice s koeficienty z R nemusf mft koren z R, 
zatfmco pro C existuje 

zAklaDNI VETA ALGEBRY. Ta tvrdf, ze kazdy polynom alespon prvnfho 
stupne s libovolnymi koeficienty z C ma v komplexnfm oboru alespon jeden 
koren. 

Intuitivni DUKAZ. (Pro ty, co jiz treba slyseli neco o logaritmu kom- 
plexnfho cfsla. Jinak, prosfm, text preskocte.) Polynom 

a„x H a n -\x n ~ l + ... r a.\x + clq (9.2) 

1 Nemecky „Eigenwert“, rusky „sobstvennoje znacenie", anglicky „eigenvalue“ (germa- 
nismus svedcf o vedoucf roli nemecke matematiky te doby). 
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se pro velka komplexni x = re l<f , kde r —> oo chova jako a n x n . Lze najit 
dostatecne velke r, a by se argument (nhel) pri objeti kruznice zmenil celkove 
o 2im. 

Pokud je polynom v cele Gaussove rovine nenulovy, lze ho vsude logarit- 
movat (logaritmus komplexniho cisla je logaritmem jeho absolutni hodnoty 
plus i-krat argument, ktery vybereme treba z intervalu (—7r, n >), logaritmus 
pak bude stejnejako polynom sam spojitou funked a po objeti 1 po libovolne 
krivee se vrati na vychozi hodnotu, aniz by se zmenil byfjen o nasobek 2ni, 
coz je v rozporu se zaverem minuleho odstavee. 

PUSLEDEK. Kazdy polynom stupne n lze napsat ve tvaru 

p{x) = a n IK*--**) (9-3) 

nebo ve tvaru 
k 

P(x) = a n 

i = 1 

kde aj jsou vzajemne ruzne a n(j) je stupeii neboli 

NAzNAK DUKAZU. Je-li a koren polynomu, pak 3 

p(x) = p(x) — p(a) = (x — a)q(x), (9.5) 

kde q(x) je jakysi polynom stupne n —1, jehoz koreny maji stejnou nasobnost 
jako u p krome korenu a , jenz ji ma o jednu mens!. Iterovamm posledni 
vysazene formule dostavame pozadovany rozklad. 

Veta. A je vlastmm cislem / A resi rovnici det(/ — Al) = 0. 

Dukaz. 3v. f(v) = Av o (/ — Al) neni bijekei, a to neni prave kdyz 
det(/ — Al) = 0. Posledni rovnice je tzv. charakteristicka rovnice ope¬ 
rators (Zopakujte si pojem determinantu operatoru!) 

Veta o diagonalisaci. Necht’ charakteristicka rovnice / : V —>■ V ma 
vsechny koreny ruzne, tj. jednonasobne. Pak lze / diagonalisovat, podrobneji 
/ ma diagonalni matici vzhledem k basi V tvorene vlastnimi vektory /. 

2 Imaginarm cast logaritmu pritom memme spojite, nikoli v intervalu (—7r,7r >. 

3 Zde vyuzivame rovnosti typu x 3 — y 3 = (x — y)(x 2 + xy + y 2 ). 


(9.4) 

nasobnost korene aj. 



Ill 


Dukaz. Staci ukazat, ze vlastni vektory tvori basi V; jelikoz jejich pocet 
odpovida stupni charakteristicke rovnice tzn. dimensi V, ukazeme jiz jen je¬ 
jich nezavislost, treba takto: Kdyby pro vhodnou nenulovou sadu koeficientu 
Pi platilo 

J2^i = 0, (9.6) 

kde f (vj) = AjVj, tak by pro kazde kladne cele N platilo 

o^/ v Ew) = E^> ( 9 - 7 ) 

a to je prilis (nekonecne mnoho) nezavislych rovnic pro nezname pi na to, 
aby sly resit. Dumejte podrobneji, viz tez kapitolu o Jordanove tvaru. 

Pouzili jsme jednoduche TVRZENICKO. Je-li f(v) = Av, je take 

= / A7 (v) = A^v. (9.8) 

N 

Veta. Necht’ Ai, A 2 ,..., A„ jsou prvky spektra /; kazdy prvek piseme 
tolikrat, kolik je jeho nasobnost. Pak 

det/ = f[ Aj a Trf = ^Aj. (9.9) 

V pnpade jednonasobnych korenu plyne z minule vety, obecny dukaz roz- 
vadet nebudeme, nebot’ vyplyne z detailnejsich uvah o Jordanove forme ma- 
tice, ale muzete si jej provest jiz ted’, uvedomite-li si, ze stopa a determinant 
jsou (az na znamenko) koeficienty a„_i,ao charakteristickeho polynomu. 

Veta. Nerealna vlastni cisla a vektory realne matice A (zatim nemluvme 
o obecnem operatoru) lze sdruzit do paru: 


Je-li Ax = Ax tak plati i Ax = Ax. (9.10) 


DUKAZ. Druha rovnost je komplexne sdruzena s prvni, a ze lze pruh 
,,roztrhnout“ pri nasobeni ab = ab, a si jeste vite. 

Priklad. Overemm vztahu 


(1 - BA) 1 = 1 + B(1 - AB)- 1 A, 


(9.11) 
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pokud inverse existuje alespon najedne strane, dokazte, ze nenulove casti spekt- 
ra AB i BAjsou stejne. 

Tento fakt jejeste mnohem jednoduseji videt z rovnosti (ukazujici podob- 
nost AB a BA a platne pokud A resp. B je regularni, coz je silny pozadavek 
v pripade nekonecne dimense, kde tedy byva uzitecnejsi vztah vyse uvedeny) 

AB = A • BA • A -1 = B -1 • BA • B. (9.12) 

Z tohoto plyne, ze rovnice AB — BA = 1 nema reseni pro matice konec- 
ne velikosti 4 (srovnej se sekcf Kvantova mechanika). Uvedenou nemoznost je 
mozno dokazati i jednoduseji uzitim cyklicnosti stopy. Proved’te! 


9.1 Charakterisace isometrii ve trech rozmerech 

Dusledek. Necht’ / : E :i ^ E :i j(; linearni zobrazeni zachovavajici delky 
vektoru. Pak plati |det/| = 1 a 

• je-li navic det / = +1, je / otocenim kolem vhodne osy 

• je-li det / = —1, lze / vyjadrit jako komposici otoceni a zrcadleni; 
protoze jsme v liche dimensi, muzeme za zrcadlici matici vzit minus 
jednotkovou matici; to ma tu vyhodu, ze nezavisi na tom, zda ji na- 
piseme vlevo ci vpravo - komutuje se vsemi maticemi (pro —/ plati 
minuly bod); v sudorozmernem pripade je treba vzit matici vzniklou 
z jednotkove nahrazenim jedne (licheho poctu) jednotky minus jednot- 
kou 


Dukaz. Nejprvepoznamenejme, ze vlastnosti „zachovava velikost vekto- 
ru“ a „zachovava skalarm soucin“ jsou v dusledku kosinove vety ekvivalentm. 

||f(v)|| = ||v|| b(f(v),f(w)) = b(v,w) (9.13) 

Podle prvm vety mame, ze hud’ jsou vsechna vlastni cisla zobrazeni f 
Ai, A2, A3 realna, nebo musi byt dve vzajemne komplexne sdruzena (rekneme 
A 2 = A 3 ). Jelikoz 

m) = A iVi& |f(vj)| = 11 Vi || :■:> | Ai| = 1 (9.14) 

4 Uvedomme si, ze spektrum matice C + 1 je oproti spektru matice C posunuto o 
jednicku doprava. 
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Tedyje A 2 A 2 = A 3 A 2 = 1, a tak ±1 = det / = A 1 A 2 A 3 , cili Ai = ±1, 

Nasli jsme vlastni vektor prislusejici vlastnimu cislu v kladnem pri- 
pade tedy osu otaceni. Rekneme uz jen, ze oznacime-li tuto osu jako z, jsou 
dalsi vlastni vektory ((f) je uhel otoceni kolem osy z; lehce se o vsem presved- 
cite pfimyrn vypoctem) 

• e x + ie y s vlastnim cislem e 1 ^ 

• e x — ie y s vlastnim cislem c U K 

9.2 Prehled grup, Cartaniada 

Na zaver prvni casti knihy uvadime prehled grup, zvlaste grup Lieovych 
(to jest spojitych grup matic). Je trochu nahoda, ze se ocitl v teto kapitole. 
Zacatecmkum doporucujeme cteni teto kapitoly odlozit na pozdejsi dobu (po 
seznamem se s uvodem kapitoly Lieova algebra). 

Mezi obvykle symboly pro grupy patri: 

• S„, grupa vsech permutaci n-prvkove mnoziny (ma n\ prvku). 

• A„, jeji normalni podgrupa vsech sudych permutaci (ma n!/2 prvku 
pro n > 1). 

• A n , podgrupa S n , grupa vsech symetrii pravidelneho n-uhelnika (2n 
prvku). 

• nam jiz zname aditivni komutativni grupy Z, Z„. 

To byly grupy diskretni (nespojite), v prvych trech pripadech konecne. 
Dalsi polozky budou grupy Lieovy. Ctete-li text poprve, nasledujici seznamy 
preskocte nebo ctete v poradi od nejjednodussich grup (ty ale urcite): 

GL, §L, O, SO, U, SU... (9.15) 

Pro ctenare, kteri zatim nebudou cist nize uvedeny text, uvadime teleg- 
raficky nejdulezitejsi informace. GL je grupou vsech regularnich matic, SL 
je podgrupou vsech matic s determinantem jedna (zopakujte vetu o nasobeni 
determinants!), O je grupou vsech tzv. ortogonalnich matic; pojem ortogo- 
nalni matice muzeme definovat nejmene tremi ekvivalentnimi zpusoby: 

• Matice, jejichz radky maji normu jednotkovou a jsou vzajemne kolme. 
(Ukazte, ze potom plati totez pro sloupce.) 



114 


KAPITOLA 9. VLASTNl ClSLA A VEKTORY OPERATORU 


• Matice, pro ktere plati vztah A T = A -1 . Jinymi slovy, AA T = 1 
(coz je ekvivalentni se vztahem A T A = 1). Ukazte. (Tato vlastnost 
se nejlepe hodi k dukazu uzavrenosti na komposici a inversi. Proved’te 
podrobne.) 

• Matice, ktere zachovavaji skalarni soucin: b(x, y) = b(Ax, Ay). 

• Matice, ktere zachovavaji velikost vektoru. 

Konecne, grupou SO rozumime grupu vsech ortogonalnich matic, jejichz 
determinant ma hodnotu jedna. 

Cviceni. Determinant ortogonalni matice je roven dzl,:^ 

Grupy U a SU tzv. unitarnich matic jsou analogii grup O a SO; jsou 
uzitecne v komplexnich prostorech. Pojem unitarni matice lze opet definovat 
nekolika ekvivalentnimi zpusoby: unitarni matice zachovavaji skalarni soucin 
v komplexnim prostoru a dalsi ekvivalentni podminky lze formulovat an alo- 
gicky jako nahore. Proved’te patricnou modifikaci, pracujte s matici A* = A T 
a podobne. 

Cviceni. Determinant unitarni matice je komplexni jednotkou. 

Cartan (fl) ve sve disertaci provedl klasifikaci prostych kompaktnich spo- 
jitych grup a odpovidajicich algeber (viz kapitolu o exponenciale). (Grupe 
rikame kompaktni, pokud kazda posloupnost jejich prvku obsahuje konver- 
gentni podposloupnost; v pripade grup matic lze rici, ze kompaktni grupy 
jsou grupy matic, jejichz prvky jsou matice se stejne omezenymi slozkami 
a navic jsou tyto grupy uzavrene jako podmnoziny patricneho vektoroveho 
prostoru. 

V dalsim uvadime nektera zakladni data o tom, jak mohou obecne vypa- 
dat kompaktni grupy matic; uvedene vysledky i (goticka) oznaceni pochazeji 
od Cartana. Pouzite indexy oznacuji tzv. rank grupy, coz je (podobne jako 
dimense grupy) pojem, ktery zavedeme podrobneji az v kapitole o Lieo- 
vych algebrach. (Ctenar hloubeji studujici nize uvedeny text, hledajici vice 
nez jen pocatecni seznameni s nazvy nekterych vyznacnych grup, by mel 
nejprve prostudovat uvodni partie dotycne kapitoly). Zhruba receno, rank 
grupy udava, kolik vzajemne komutujicich a nezavislych kruznic („kruznici“ 
rozumime jednoparametrickou podgrupu; presne vysvetleni zde pouziteho 
pojmu „nezavislosti“ je mozno podat take az v kapitole Lieova algebra) 
jsme schopni v grupe objevit - zatimco dimense grupy je cislo, ktere udava, 
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do kolikadimensionalnfho euklidovskeho prostoru jsme schopni danou grupu 
lokalne vzajemne jednoznacne a hladce zobrazit. 

Cviceni. (b) Rank grupy vsech otocenf v E 3 (tuto grupu dale znacime 
jako §0(3)) je roven jedne, tzn. neexistujf dve ruzna otocenf prostoru podle 
neidentickych os, ktera by komutovala. Uvedomte si to! ( c v l ) 

• Algebra 21; a jf odpovfdajfcf grupa §U(Z + 1) majf dimensi (Z + l) 2 — 1; 
grupa obsahuje vsechny unitarni unimodularnf komplexnf matice 
A rozmeru (Z + 1) x (Z + 1), to jest matice, splnujfci 

AA* = 1, det A = 1. (9.16) 

• Algebra 05; a jf odpovfdajfcf grupa SO(2Z + l,R) majf dimensi (2Z + 1)Z; 
grupa obsahuje realne matice rozmeru (21 A1) x (2Z + 1) splnujfcf 

AA t = 1, det A = 1. (9.17) 

• Algebra (£; a jf odpovfdajfcf grupa Sp(2l) neboli U8p(2Z) majf dimensi 
(21 + 1)Z; grupa obsahuje komplexnf unitarni symplekticke matice 
rozmeru 21 x 21, tj. matice splnujfri (v sekci o spinorech vysvetlime, 
proc grupu vykladame jako unitarni grupu nad kvaterniony U(Z,HI), 
coz je duvod, proc mnozf pfsf Sp(l) mfsto §p(2Z)) 

AA* = 1, AKA t = K, (9.18) 

kde K je nejaka regularnf antisymetricka 5 matice (antisymetricka ma¬ 
tice licheho rozmeru je vzdy singularnf, proto 21). 

Ani v tomto prfpade necinf potfze ukazat, ze jde o grupu (proved- 
te). Na rozdfl od predchozfch grup s jasnou geometrickou interpretacf 
jejich prvku, pojem symplekticke grupy lze motivovat (jinak nez for- 
malne algebraicky; interpretace jako „unitarnf grupa nad kvaterniony 11 
bude asi prflis obtfznym soustem pro zacatecnfka) jen ctenari s alespon 
minimalnf znalostf analyticke mechaniky: viz tez odstavec 11.10 nfze. 

• Algebra 5); a odpovfdajicf grupa SO(2Z,M) majf dimensi (21 — 1)Z. 

• (OH) Dalsf jsou Cartanovy vynate grupy (student je muze prehlednout, 
nezajfmajf-li ho), u nichz uvadfme dimensi a pocet rozmeru fundamen- 
talnf representace (Eg ma komplexnf fundamentalnf representaci a k nf 
sdruzenou, ostatnf majf jen realne representace). 

5 Takova, ze K = — K T , nekdy se rika polosymetricka nebo kososymetricka. 
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• 0 6 a grupa E 6 , dimense 78, fund. 27/27. 

• (£7 a grupa E 7 , dimense 133, fund. 56. 

• (£g a grupa Eg, dimense 248, fund. 248. (Fundamentalni representace 
teto grupy splyva s pridruzenou.) 

• $4 a grupa F 4 , dimense 52, fund. 26. 

• 02 a grupa G 2 , dimense 14, fund. 7. (Jde o grupu symetrii Cayleyo- 
vych £isel jakozto algebry nad M, ktere dostaneme jako jeste vetsi 
„teleso“ (dimense osm) nez HI, nepozadujeme-li u „telesa“ asociativitu 
nasobeni.) (<?) 

Nejen kompaktnimi grupami ziva je teorie grup. (Ackoli kompaktni grupy 
maji nesporne prednosti; maji „konecny objem“, tzn. takzvane invariantni 
integrovani po grupe (Haarova mira) 

/ _ f(g)dn = f f(gh)dn =[ f{hg)dfi (9.19) 

J gG^Gr J J g^G 

lze normovat na jednotkovy integral z jednotkove funkce, o cemz nemuze 
byt reci u nekompaktnich grup a coz napr. zarucuje, ze kazda linearni repre¬ 
sentace kompaktni grupy se da rozepsat jako primy soucet nerozlozitelnych 
podprostoru.) 

• GL(n, M/C) jsou vsechny regularni realne/komplexni matice n x n; 
zkratka „general linear“. Realna dimense je n 2 v realnem pripade, dvoj- 
nasobna v komplexnim. 

• SL(n, M/C) je podgrupa tech, ktere maji determinant roven jedne (tzv. 
unimodularnich); zkratka „special linear“. Realna dimense je n 2 — 1 
v realnem a dvojnasobna v komplexnim pripade. 

• 0(n, M/C) je grupa vsech ortogonalnich matic A (splnujicich A -1 = 
A t ); zkratka „orthogonal“. Dimense je n(n — l)/2 v realnem a dvoj¬ 
nasobna v komplexnim. 

• SQ(n,M/C) je prunik §L a O; z toho plyne zkratka. Dimense je jako 
u O. Pro teleso M je grupa kompaktni a zajimavejsi nez v komplexnim 
pripade, kde je lepsi studovat kompaktni grupy unitarni (viz dale); 
neudame-li tedy teleso, minime tim SO(n, M). 
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• § pin(n), coz je grupa temef isomorfm s SO(n), ale kazdemu prvku 
grupy SO(n) odpovidaji dva prvky grupy Spin(n). napr. jednotkovemu 
prvku SO(n) prislusi prvky, ktere nazveme „rotace o 0°“ a „rotace 
o 360°“. V sekci o spinorech ujasnime, proc rozezname rotaci o 2n od 
rotace o 0. Priklad: 8pin(3) je isomorfm SU(2). 

• Grupa U(n) vsech komplexnich unitarnich matic A rozmeru n x n, 
splnujicich A -1 = A* = (A) T ; zkratka „unitary“. Dimense je n 2 . 

• Grupa SU(n) vsech unitarnich unimodularnich matic. 

• Grupa 0(m, n) (a odpovidajici unimodularni SO(m, n)) realnych pseu- 
doortogonalnich matic A rozmeru (m + n) x (m + n), splnujicich 

AGA t = G, (9.20) 

kde G je matice nulova krome diagonaly, na niz lezi m jednotek a n mi¬ 
nus jednotek. Vidime, ze SO(m, 0) = SQ(m), a take grupa SO(m,n) 
ma touz dimensi jako SO(m> r #*n). Kuprikladu grupa 0(3,1) neboli 
0(1, 3) je znama Lorentzova grupa otoceni relativistickeho casopros- 
toru, fixujici Minkowskeho Ctverec normy vektoru c 2 t 2 —x 2 —y 2 —z 2 
(za c si predstavte jednotku, jak cini i teoreticti fysici). (Desetiroz- 
merna) Lorentzova grupa obohacena o libovolna posunuti nese jmeno 
dalsiho relativistickeho prince: grupa Poincare. 

Mnozi se radi dovedi, ze konformni grupa obsahuje vsechny (i neli- 
nearni) transformace zachovavajici uhly. (Ve dvou dimensich je neko- 
necnerozmerna, zobrazeni odpovidaji holomorfnim funkcim komplexni 
promenne a prave tato skutecnost povysuje struny nad vicerozmerne 
objekty.) 

Vsimneme si, ze i takova grupa §0(3,1) je nesouvisla; sklada se ze dvou 
komponent s maticemi s a\ < 0 resp. > 0 (transformace prevracejici 
budoucnost na minulost resp. budoucnost). 

Komplexni analogii nema smysl uvazovat, nebot’ by vedla ke grupe 
isomorfni SO(m C): matici A lze zastoupit podobnou matici B 
die vztahu A = CBC -1 , kde matici C ziskame z G nahradou —1 za 
i„ takze plati CGC T = 1 a dosazenim za A ziskame BB T = 1. 

• Zato ma smysl uvazovat o grupe U(m, n) a §U(m,n) komplexnich 

pseudounitarnich matic (G 1 ) 


AGA* = G. 


(9.21) 
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SYLABUS PREDNA3KY LA 1/FYZ.ZIMNl SEMESTR 

1 Pojem grupy, tglesa, linearniho prostoru, homomorfismu. 

2 Permutace, transposice, cykly, inverze. Znak permutace. 

3 Linearni (ne)zavislost, pojem dimense, Steinitzova vgta. 

4 Isomorfismus. Podprostory lin. prostoru. Realne a komplexni 
linearni prostory a vztahy jejich dimensi. 

5 Prostory se skalarnim souCinem. Cauchyova a Minkowskeho 
nerovnost. 

6 Gramm-Schmidtftv ortogonalisaCni proces. Ortogonalni doplngk 
podprostoru, ortogonalni projekce. Dimense doplnku. 

7 Linearni zobrazeni. Priklady. Vztahy dimense jadra, obrazu 
a definiCniho oboru. 

8 Vyjadreni linearniho zobrazeni matici vtiCi danym 
bazim.(Priklad: derivace a posun polynomu) Transformace 
souradnic vektoru pri linearnim zobrazeni. 

9 Skladani zobrazeni versus nasobeni matic. 

10 Sloupcovy a radkovy prostor matice, vztah jejich dimensi. 
Hodnost matice a zobrazeni. 

11 Frobeniova vgta. ReSeni preurCenych soustav. 

12 Radkove upravy matice, jejich representace jako nasobeni 
jistymi specialnimi maticemi zleva. Dhsledky: re§eni 
soustav a vypoCet inversni matice. 

13 Gaussova eliminace. 

14 Hodnost souCinu matic. Regularni matice, priklady. 

15 Vyjadrovani zobrazeni maticemi v rilznych dvojicich basi, 
zphsob zapisu transformaCnich vztahh. Podobne matice. 

16 Stopa matice a zobrazeni, vlastnosti. 

17 Definice a zakladni vlastnosti determinantu (chovani pri 
radkovych a sloupcovych operacich). Objem rovnobeznostgnu. 

19 Determinant souCinu matic. Dilsledky. 

18 Rozvoj determinantu podle radku (sloupce). Dtisledek: 
vypoCet inversni matice. Cramerovo pravidlo. 

20 VypoCet determinantu specialnich matic (blokove, 3x3,...) 

21 Rozklad mnohoClenu na korenove Cinitele. 

22 Vlastni Cisla a vektory matice (operatoru). 

23 Charakterisace tridimenzionalnich izometrii. 

24 VyznaCne grupy matic: GL,SL,0,S0,U,SU,... 



Cast II 

Letni semestr 
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Kapitola 10 


Dlazdeni a krystaly 


Pred tim, nez navazeme na preruseny vyklad vlastmch vektoru kapitolou 
o Jordanove tvaru a nilpotentmch operatorech, zmimme se, v nasledujirich 
dvou kapitolach, o dvou tematech, spojenych snad pouze pojmem grupy 
v nejobecnejsi forme: o krystalech a o exponenciale. 
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KAPITOLA 10. DLAZDENI A KRYSTALY 


Nekolik pojmu z krystalografie 

Mluvime-li o symetriich krystalu, muzeme mit na mysli zkoumani vhodne 
podgrupy 0(3. R), sestavajici z isometrii „pfemist’ujicich dany krystal na 
sebe“. Co ale budeme rozumet pojmem krystal? Naivni nahled, ztotoznu- 
jici pojem krystalu s nejakym konkretnim vice ci mene pravidelnym tele- 
sem (jako je napr. krychle v pripade kamenne soli) by nas daleko nezave- 
dl. Podstatnejsi je uz pozorovani, ze kazdy krystal ma cosi jako „soubor 
povolenych ohranicujicich ploch“, jejichz vzajemne lihly jsou pevne zada- 
ny (a muzeme je na skutecnych krystalech merit). Posuneme-li tyto plochy 
do pocatku souradnic, muzeme hledat grupu symetrif tohoto souboru ro- 
vin (prvky grupy jsou transformace prevadejici kazdou povolenou rovinu do 
nejake jine povolene roviny). Dalsi zkoumani tohoto problemu vedlo krys- 
talografy uz v minulem stoleti k zavedeni fundamentalniho pojmu (tehdy, 
pred experimentalnim dukazem existence atomu to byla pouha uzitecna mys- 
lenkova konstrukce) krystalove mfize: „povolene ohranicujici roviny“ jsou 
pak charakterisovany jako „celociselne“ podprostory mrize (tzn. podprostory 
protinajici krystalovou mriz v nejake podmfizi dimense o jednicku mensi). 
Tento „pythagorejsky“ pristup k problemu je obecne od te doby prijiman 
krystalografy (i kdyz podrobnejsi porozumeni, proc prave celociselne ohra¬ 
nicujici roviny pozorujeme na skutecnych krystalech (a to „tim vyznamneji, 
cim mensi jsou celociselne souradnice pozorovane podmfize“) stale chybi). 

Takze je treba studovat symetrie krystalove mrize! 

Krystalograficke soustavy pak odpovidaji ruznym moznym podgrupam 
0(3, R). 

Zminime se kratce o dvojrozmerne versi tohoto problemu, misto krysta- 
licke mrize upreme zrak a mysl na dlazdeni roviny. 

Definice. PremistSnim roviny rozumime takove zobrazeni E 2 na sebe, 
ktere zachovava vzdalenosti (tedy i uhly, dokazte, nepredpokladame zacho- 
vani orientace, muze tedy jit i o zrcadleni). 

PqznAmka. Da se ukazat, ze kazde pfemistem lze vyjadrit jako kompo- 
sici translace ({x ha x + a} : E 2 —> E 2 ) a vhodneho prvku 0(2, M) v tomto, 
stejne jako v opacnem, poradi. 

Definice. Prostorovou grupou G periodickeho dlazdeni rozumime 
soubor vsech premisteni, zobrazujicich dlazdeni na sebe. 

V rovine mohou mit dlazdeni 17 ruznych (navzajem neisomorfnich) pro- 
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storovych grup (viz 1 obrazek), trojrozmerna krystalicka analogie jich ma 
230, ktere se deli do sedmi zakladnich trid (jednoklonna,... 

Definice. Grupa translaci dlazdeni T je definovana jako podgrupa 
vsech translaci z G; je tedy isomorfm Z x Z, mluvime-li o periodickem 
dlazdeni. 

Definice. Bodovou grupu dlazdeni definujeme jako 

S={q£ 0(2, R) | 3 translace T, 2 ze ToaeG} (10-1) 

(dokazte, ze to je grupa). Tato grupa je zakladnim objektem krystalografic- 
keho zkoumani, nikoli stacionarni grupa, coz je jeji podgrupa (ukazte, ze 
nemusi byt tataz) 

I = 0(2,R)nG. (10.2) 

Vyznacnou roli v krystalografii hraje nasledujici zakladni veta, jiz uva- 
dime jen pro orientaci, viz poznamku o dukazu teto vety na konci kapitoly. 

Veta. Je-li C cyklickou 3 podgrupou S, pak C muze obsahovat pouze 
1, 2, 3, 4 nebo 6 prvku. 


Dusledek. Zadny krystal s periodickou krystalovou mrizi nemuze mit 
tvar pravidelneho dvacetistenu ani tricetistenu . 4 Presneji, zadna periodicka 
krystalicka mriz v E 3 ani dlazdeni v E 2 nemuze mit peticetnou cyklickou 
podgrupu symetrii. 

HistorickA POZnAmka. Kdyz v roce 1984 byly pripraveny rychlym 
ochazenim jiste slitiny Al („dural“) prvni „krystaly“ tvaru tricetistenu, byly 
nazvany kvasikrystaly. Jak uvidime nize, pomer cetnosti atomu takove 

1 Jsou pro vas tyto abstraktni pojmy spanelskou vesnid? Pak vezte, ze v jednom spa- 
nelskem meste, zvanem Granada, znazornili Arabove mozaikami dlazdeni vsech 17 typu 
jiz asi pred tisiciletim. 

2 Nemusi byt nutne z T. 

3 Opakovani: jde o grupu generovanou jednim prvkem. 

4 Coz je degenerovany rovnobeznosten nad dvanacti vektory tvoricimi hlavni osy dvace¬ 
tistenu (ktery je analogicky simplexem nad dotycnymi vektory; obe telesa maji stejne grupy 
symetrii). Tricetisten tedy ziskate vztycenim pravidelnych „stanu“ nad stenami dvanac- 
tistenu nebo dvacetistenu tak vysokych, aby steny stanu sousednich sten Platonova telesa 
lezely v rovine a tvorily kosoctvercove steny tricetistenu. Ten nepocitame mezi Platonova 
telesa, neb ma dva druhy vrcholu. 
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slitiny neni dan zlomky s malymi prirozenymi cisly, jak jsme zvykli z chemie, 
ale iracionalmmi cisly jako je r. 

Jiz predtim, v roce 1975, sestrojil matematik Oliver Penrose priklad kva- 
siperiodickeho dlazd^ni s peticetnou grupou symetrii. Elegantni popis 
jeho konstrukce lze podat v petirozmernem prostoru. 


10.1 Penroseho pokryti 

V E uvazujme cyklickou peticetnou grupu isometrii G 5 isomorfni (Z-,. 4 -) a 
generovanou prvkem g. 


g(ei) = e 2 , g(e 2 ) = e 3 , g(e 3 ) = e 4 , g(e 4 ) = e 5 , g(e 5 ) = ei, (10.3) 


pricemz {e*} je kanonicka base. 

Hledame tzv. invariantni podprostory vuci G 5 , to jest podprostory 
E C E 5 takove, ze 5 

g( E) C E Vg(E G 5 . (10.4) 

Nalezeni invariantnich podprostoru. 

Snadno si uvedomime, ze „diagonala“ 

•3 /. e M} (10.5) 

je invariantnim podprostorem, obal vlastniho vektoru ( 1 , 1 , 1 , 1 , 1 ) grupy G 5 
(je to vlastni vektor vsech jejich prvku). 

Pals! podprostory. Ziskame je, ze z E 5 prejdeme do C 5 a urcime 
zbyvajici ctyri vlastni vektory G 5 (tyto a k nim sdruzene): 

( 1 ,£,£ 2 ,£ 3 ,£ 4 ), ( 1 ,£ 2 ,£ 4 ,£ 6 ,£ 8 ) ( 10 . 6 ) 

(z rovnic, aby byl vektor vlastnim vektorem generujiciho prvku grupy, do- 
staneme, ze podil sousednich souradnic je vzdy stejne e) a dva vektory 
s komplexne sdruzenymi souradnicemi v kanonicke basi. Zde vsude je e = 
exp27ri/5, tedy £ 5 = 1 . Invariantni podprostory v C 5 lze dostat jako li- 
nearni obal libovolne podmnoziny mnoziny peti vlastnich vektoru (tedy 32 
podprostoru, z toho jeden trivialni -jen nulovy vektor-, jeden cele C 5 atd.). 

6 Podminku staci pozadovat prave jen pro ten generator g\ protoze g je proste, tedy 
zachovava dimensi, lze psat misto znacky podmnoziny rovnitko. 
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Chceme-li se rozumne vratit do realneho prostoru, vsimneme si dvojrozmer- 
neho komplexniho prostoru E c s basi 6 


{( 1 , £, e 2 , e 3 , e 4 ), ( 1 , e, e , e , e 4 )}, 


(10.7) 


Druhy vektor je onen komplexne sdruzeny k prvnimu (jelikoz souradnice 
jsou komplexni jednotky, muzeme pruh take posunutim doprava premenit 
na minus v exponentu) a lze zvolit jinou, realnejsi basi 


{(1, cos 27 t/5, cos 47t/5, cos 67t/5, cos 87t/5), 

(0, sin 27 t/ 5, sin 47r/5, sin 67 t/ 5, sin 87r/5)}. 


( 10 . 8 ) 


Bereme-li jen realne kombinace techto vektoru, ziskame realny dvojrozmerny 
invariantni podprostor E. (Podobne z dalsich dvou komplexne sdruzenych 
vektoru dostaneme dalsi podprostor.) 

Ortogonalni projekce ei ...5 vypada asi tak jako na strane 19. 

PqznAmka. Podobne konstrukce je mozno vytvorit i pro libovolna ji- 
na licha prirozena cisla, pripad sudvch cisel se odlisuje „dvojrozmernosti 
diagonaly“ (promyslete podrobneji). Ortogonalni projekce tri-, peti-, deseti-, 
jedenadvacetirozmernych krychli do nektereho z techto dvojrozmernych in- 
variantnich podprostoru (krome diagonaly!) davaji obrazky znazornene na 
obalce knihy. Je mozno si je predstavit take jako vysledek posloupnosti po- 
stupnych ortogonalnich projekci do prostoru dimensi snizujicich se o jednic- 
ku, zacinajici v prostoru E n , kde n = 3,5,10,21, a koncicich ve zvolenem 
invariantnim podprostoru. Ctenari nechame k zamysleni (asi netrivialnimu), 
jak vypadaji „viditelne“ hrany techto jednotlivych projekci. 

Vety. D _L E 1 E / 1 O (kazdy vektor kolmy na kazdy); projekce kazde- 
ho jednotkoveho dvojrozmerneho ctverce s vrcholy v Z 5 do E (analogicky do 
E r ) je kosoctvercem s vnitrnim uhlem 36° nebo 72°, oba maji stejnou delku 
strany. 


0 Dalsi, funkcne shodny dvojrozmerny prostor vyvstane 
(1, e 2 , e 4 , e 6 , e 8 ) a jeho komplexne sdruzeneho, odlisme ho carkou. 


druheho vektoru 
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Konstrukce Penroseho pokryti. Pozor, je to namahave! (Hfl) 

Necht’ 7 K = (0, l) 5 je jednotkova krychle v E 5 . 

Oznacme U = K + ¥, = {k + e\k E K, e e E}. 

Penroseovo pokryti (jde skutecne o presne vydlazdem roviny dvema typy 
kosoctvercu, nikde se neprekryvaji a nikde nezbude „dira“) je tvoreno pro- 
jekcemi vsech dvojrozmernych jednotkovych ctvercu s vrcholy v Z 5 , ktere 
lezi cele v U. 

VULGARISACE. (b) Pro ramcovou predstavu o konstrukci Penroseova 
dlazdem staci uvazovat o prostoru E C E 3 ko lm em na vektor (1,1,1). 
Pricteme-li k nemu jednotkovou krychli, dostaneme pas prostoru a pohle- 
dem ve smeru (1,1,1) na tento pas prostoru spatrime „hranici zubateho 
poloprostoru“, coz se v prumetu jevi jako sestiuhelnikova sit’, v niz je kazdy 

7 Otazku, zda krajni body do intervalu patri ci ne, nyni nezodpovidejme; je nekonecne 
malo pravdepodobne, ze bychom se do nich trefili. Tato nejasnost se jednoduseji vyresi 
po projekci do (trojrozmerneho) E" 1 , kde se podmmka, aby ctverec lezel v U, redukuje na 
to, ze prumet jeho stredu lezi v urcitem rovnobeznostenu, ktery vybereme jako kartezsky 
soucin tri intervalu, kazdy uzavreny z jedne a otevreny z druhe strany. 
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sestiuhelnik (stejnym zpusobem) rozdelen na tri kosoctverce. ( c v l ) 

CviCENl. Dokazte peticetnou symetrii tohoto pokrytf. Ambiciosnejsf stu- 
denti venujf asi deset hodin na dukaz, ze pokrytf nema prekryvy a dfry. 

Reference. tJvodni seznamenf napr. v Scientific American, April 1991 , 
v adresari motl na sftich najdete program jednoho z autoru, ktery toto 
dlazdeni kresli. Mozna vas upouta, ze „tlustych“ kosoctvercu je vice nez 
„hubenych“ prave zlaty-rez-krat (tj. cca 1.618krat). Ti, kteri toto budou 
dokazovat, nakonec dojdou k tomu, ze je to pomer objemu dvou urcitych 
trojrozmernych rovnobeznostenu. (Presneji receno pomer obsahu pruniku 
systemu ekvidistantnich rovnobeznych rovin - mluvme o nich jako o rovi- 
nach z =konst. - a dvou rovnobeznostenu, kazdy z nichz je generovan vek- 
tory se z-ovou slozkou rovnou vzdalenosti sousednich rovnobeznych rovin, 
cili pomer vyjde nastesti stejny, nezavisly na konkretnim umisteni rovin.) 
V programu take najdete parametr „posun“, jehoz volbou (0 nebo 1) doci- 
lite globalne odlisne obrazky (v uvedenych krajnich pripadech je maximum 
resp. minimum (zadne) poctu deseticipych hvezd). 

Veta IBabilonovaI. Pomer cetnosti kosoctvercu (resp. rhomboidu ve 
vicerozmernych kvasiperiodickych pokrytich diskutovanych nize) dvou typu 
je roven pomeru jejich obsahu (resp. objemu). Toto je dusledek nasledujiciho 
tvrzeni: ('v’^) 

Tvrzeni. V ortogonalni matici A rozmeru 2n x 2n, zapsane pomoci nxn 
bloku 

^ ~ (c d) m 

jsou spektra tzv. Grammovych matic aa T a dd T stejna. Specialne, matice a 
a d maji determinant stejny az na pripadne znamenko. Vetu lze zobecnit i 
pro bloky ruznych rozmeru, doplnime-li mensi blok po diagonale jednotkami 
(a vsude jinde piseme nuly). 

Dukaz. Rozepsanim vztahu AA T = 1 ortogonality A na bloky dosta- 
neme mimo jine podminku 

cc T + dd T = 1 (10.10) 

a z ekvivalentni rovnosti A r A = 1 ziskame 
a T a + c T c = 1, 


( 10 . 11 ) 
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kombinari kterych dojdeme k zaveru, ze matice a T a = 1 — c T c a dd T = 
1 — cc T jsou podobne, ponevadz plati (viz podrobneji kapitolku o polarmm 
rozkladu) 

Lemma. Matice ef a fe jsou podobne, je-li alespon jedna z matic e, f 
regularni. Specialne, podobne jsou i c T c a cc T pro regularni c. 

Dukaz. 

ef = e • fe • e _1 = f -1 • fe • f. (10.12) 


CVICENI. 

SpoCtgte pomgr ploch ’tlusteho’ a ’tenkeho’ kosoCtverce 
v~Penroseovg pokryti. 

Definici Penroseho dlazdeni lze uplatnit pro libovolny podprostor E C E" 
prostoru libovolne dimense; neni-li ovsem E invariantni podprostor vhod- 
ne grupy, nebudeme mit zadne symetrie takto vznikleho kvasiperiodickeho 
obecneho dlazdeni. 

10.2 Priklad trirozmerneho kvasikrystalu 

(0) Zminime se jeste o fysikalnejsi - totiz trojdimensionalni - analogii Pen- 
roseova pokryti. Ukazeme, jak lze vyjadrit prostor E 3 jako „kvasiperiodicky 
slepenec rhomboidu 8 dvou ruznych typu“ . 9 

Zakladem porozumeni nize uvedene konstrukci, pochazejici z poloviny 
80.let (Duneau-Katz), bude znalost dvacetistenu (viz uvod skript); zduraznu- 
jeme zvlaste fakt, ze skalarni soucin jednotkovych vektoru ve smeru vrcholu 
je I0C nebo ^ rl//2 (pricemz dulezita je jen ta ± dichotomie v druhem pri- 
pade). 

Nyni je mozno pouzit nasledujici elegantni sestirozmernou konstrukci: 
umisteme v E 6 dve vzajemne kolme kopie E 3 , E 3/ a mejme v E 3 resp. v E 3/ 
vystaveny dvacetisteny tak, ze plati V* / j = 1,..., 6 

b(ej, e,) = — b(e', e'), (10.13) 

8 Jiny nazev: rhomboedr. Tak se nazyva rovnobeznosten, ktery ma vsechny hrany stejne 
dlouhe. 

9 V hodine mineralogie se poklepnutim kladivkem na krystal kamenne soli ukazuje, 
kterak se tento rozpada na dalsi mensi krychlicky. Zde „poklepneme na tricetisten" a 
tento se rozpadne na mnozstvi rhomboidu dvou typu podobne, jako by se rozpadly na 
dva druhy kosoctvercu mnohe pravidelne desetiuhelniky, ktere lze nalezt v Penroseove 
pokryti. Dvacetisten se takto rozbit neda, takze nas neudivi, ze vetsina experimentalne 
pripravenych kvasikrystalu jsou spise tricetisteny nez dvacetisteny. 
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kde ±ei,...,±e6, resp. s carou, jsou zminene vrcholy dvacetistenu v E 3 , 
resp. E 3/ . Je vskutku pozoruhodnym faktem, ze takove „dvoji ocislovani 
vrcholu dvacetistenu" je vubec mozne (precislujeme-li pet sousedu vrcholu 
e e z petiuhelniku na hvezdu a vrchol e fi zamenime s — eg, prejdou nam blizke 
dvojice vrcholu na vzdalene a naopak). Vektory 


(10.14) 



jsou nyni kolme (a jednotkove)! 

Vytvorime nyni nasledujici analogii Penroseovy konstrukce: vezmeme 
„pas“ 

U = K + E 3 CE 6 (10.15) 

kde K je jednotkova krychle vymezena X).... ,xg. Vezmeme nyni vsechny 
trojrozmerne jednotkove krychle s vrcholy ve mfizce Z 6 (vsechny celocisel- 
ne kombinace x 1>;f6 ), ktere lezi cele v U, ortogonalne je promitneme do E 3 
(projekci K je potom tricetisten) a mame ohlasene pokryti E 3 rhomboidy 
dvou typu. Pripadnou detailnejsi diskusi prenechame ctenarum. 

Nakonec jeste pripomeneme, ze podobne, jako Penroseovo dlazdeni melo 
peticetnou symetrii, ma nyni diskutovane pokryti trojrozmerne grupu sy- 
metrii stejnou jako dvacetisten (nebo dvanactisten ci tricetisten, jde porad 
o tutez grupu). 

PqznAmka. Dukaz „hlavni krystalograficke vety“ je zalozen na nasledu- 
jicim pozorovani (viz podrobneji [22]; jiny dukaz viz [6]). Proved’me ho jen 
pro stacionarni grupu H. 

Necht’ g generuje nejakou zminenou cyklickou podgrupu C = Z„. Vez¬ 
meme nejakou dlazdici D obsahujici pocatek a oznacme jako O sjednoceni 
vsech obrazu g(D ), g E C teto dlazdice. Periodicnost dlazdeni znamena, ze 
lze najit dvourozmernou mriz tvaru 

M = {m/i fr ji.f -2 | m, n E Z, f\. fa € M 2 } (10.16) 

takovou, ze kazdy posun dlazdic zOo vektor z M tvori podmnozinu puvod- 
niho dlazdeni. Zkuste oduvodnit podrobneji! 10 

10 Dukaz neni tezky: jde v podstate o tvrzeni, ze kazda periodicka diskretni podmnozina 
M obsahujici pocatek ma tvar mrize M uvedene v (10.16). 
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Takze libovolne otaceni g £ C prenasi mnz M na sebe . tudlz jeho matice 
vuci basi /i ,/2 je tvorena celociselnymi prvky (prislusne sloupce udavaji 
souradnice vektoru g(fi),g(f 2 ))- Specialne stopa otocem g je celociselna! 

Zkonfrontujme to ale s faktem, znamym z kapitoly Skalarni soucin (vztah 
(4.26)), ze stopa otoceni o uhel ip je rovna 

Tr^ = 2cos(^. (10.17) 

Tedy 2 cos tp musi byt cele cislo, coz dava uvedene hodnoty ip = 2ir/n. ( c v l ) 



Na obrazku je cast rozvinuteho plaste pravidelneho tricetistenu. Pripo- 
menme, ze ostre uhly v kosoctverrich jsou rovny arccosl/\/5 = arctan2. 
„Vystrihnete“ naznaceny plast’, spojte kruhove otvory (obe nakreslene sipky se 
budou prekryvat) a nakreslete chybejfcf cast povrchu tricetistenu! 

(Odpoved’. Chybi petidpa hvezda s naramkem, tedy 10 kosoctvercu.) 




Kapitola 11 

Exponenciala matice 


Motto. Jednoho dne kracely funkce po Vaclavskem namesti. Najednou 
se pred nimi objevila derivace a vsechny funkce zasly piny strachu do musea, 
pouze sinus behal periodicky dokola a tak ho derivace zkosila: byl z neho 
kosinus. Jedna funkce si dale vykracovala kolem svateho Vaclava. 

„Ty se me nebojis?" zeptala se derivace. „Ne, ja jsem exponenciala," 
odpovedela exponenciala a zintegrovala derivaci. 

O exponenciAle. Zavedeni veleduleziteho pojmu exponencialy lze 
motivovat bud’ formalne matematicky - „hledame nejjednodussi priklad spo- 
jite grupy matic“ (tim je prave {exp (f A) 1 1 E M}) nebo fysikalne snahou 
resit vyvojove (necesky evoluCnf) rovnice. 

Mnoho uloh lze totiz formulovat ve tvaru rovnice v = A v, kde tecka 
znaci derivovani podle casu, v je z nejakeho vektoroveho prostoru V, na 
nemz ucinkuje linearni operator A, jejiz reseni je (pozor, prekvapeni) v(f) = 
exp (tA)vo. Takto lze zapsat soustavu n linearnich diferencialnich rovnic 
1. radu (potom je v £ K" a A je vhodna matice n x n) a pripustime- 
li slozitejsi (presneji receno nekonecnerozmerne) prostory funkci v(t, x, y , z), 
lze do uvedeneho schematu (zatim alespon formalne) zaradit i zname rovnice 
vedeni tepla 

|:T = kAT (11.1) 

a Schrodingerovu rovnici 
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(A oznacuje jak znamo Laplaceuv operator -j^ + -jp + -§yi)- 
Na to, abychom mohli psat resent rovnice 

v(i) = Av(i) v(t) = exp(iA)v 0 (11.3) 

pro nejaky konstantm pocatecni vektor vo (okrajova podminka), je treba 
umet spocitat exponencialu ctvercove matice, coz bude matice stejnych roz- 
meru. 

Definice. Zaved’me exponencialu matice A jako limitu (pro N —> oo) 
castecnych souctu 

expA=E^-. (11.4) 

n=o n - 

Abychom dokazali konvergenci, mluvme o normd 

II All = max{i|a‘i|f (U-5) 

a o metrice na prostoru A4k vsech matic typu k x k 

d(A, A') = || A — A'|| . (11.6) 

CVICENI NA KONVERGENCI RAD. PRVE LEMMA. 

||A"||<^- 1 ||A||" (11.7) 

Dokazeme matematickou indukcl: je-li o“'* prvek matice A”, je 

|fl B ?| < E 1^1 ■ |a n 7’ , | < k II-All • 2 ll A ir _1 ; (H- 8 ) 

• - - - " 1 

pro n = 1 (zacatek indukce) vztah dava ||A|| < ||A||, cemuz uvefl mnohy. 
Dalsi lemma. Je-li rada 

EllAnll (11.9) 

n=0 

konvergentni, konverguje i rada X) A n (na kazdem miste matice) a 

||EA«||< EllAnll. 


(11.10) 
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(Plati v libovolnem „normovanem“ prostoru.) 

Mily dusledek. 

||exp A|| < £ fc "~ 1 11 Af ' = \ exp (A; || A||) (11.11) 

n! k 

Veta. Je-li AB = BA, tak plati i 

exp(A + B) = exp A • expB = expB • exp A. (11.12) 


Dukaz. Bude uzita 1 substituce m = p — n. Vsimnete si, ze posledni 
uprava (binomicka formule) je mozna jen proto, ze AB = BA. 


“ A" 

exp A • exp B = > —- 

„ 77 .! 



= E E 

fi=$0<n<p 


A n . B p-n 

n\ (p — n)\ 


(11.13) 


= E- 


n! (p — n)\ 


-~U {A - 


B) p 


(11.14) 


Dusledek. exp A je vzdy regularni; (exp A) 1 = exp(—A). 

Zobecneni. Vzorec pro exponencialu souctu lze modifikovat i pro pri- 
pad, ze A a B navzajem nekomutuji, ale 

[A, [A, B]j = [[A, B], B] = 0 (11.15) 

oba komutuji se svym komutatorem [A, B] = AB — BA (coz je napriklad 
je-li A operator souradnice a B operator derivace). Pak plati 

exp A • exp B = exp(A + B) ■ expi[A,B], (11.16) 

CviCENL Pokud A i B komutuje s [A,B], potom 

exp (A + B + ^[A,B]) = exp(A + B) exp(^[A, B]) (11.17) 

1 Netreba si delat prilis starosti s mezemi sumaci; lze scitat pres vsechna cela cisla, 
dohodneme-li se, ze \/k\ je nula pro zaporna cela k. 
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Dukaz VYSE uvedeneho ZOBECNENI se pohodlneji nez roznasobova- 
mm rad provede nasledujirimi operacemi: 

Vyjadrime exp A a exp B ve tvaru 

e A = a N + o(l), e B = (3 N + o(l), (11.18) 

kde N ^ oo je cislo jdouci wide vsechny meze a 

“ =1 + ^’ 0= 1 >|: (11.19) 

Chceme najit souvislost mezi 

exp A-exp B = a N f3^§ o(l) (11.20) 

a vyrazem 

exp(A + B) = (a(3) N + o(l). (11.21) 

Budeme postupne presouvat jednu betu za druhou nalevo (zacneme s tou 
nalevo, nazorna rovnice je pro N = 5). 


oioioioioi13/3/3/3/3 - * a/fjaaa/afififld .. . (11.22) 

Vzhledem k platnosti (presneho) vztahu (K je mezi 0 a IV) 

oi K (3 - /3a K = Ka K 1 [<£. (11.23) 

(f3 take komutuje s dokazte) lze take ps/it 

a K /3 = (3a K (l + K a, /%fro(^)) , (H-24) 

pricemz zavorku lze presouvat na konec vyrazu (komutuje sa i (3). V konec- 
nem dusledku mame (prvni betou preskakujeme N — 1 a let, druhou N — 2 
alef atd.) 

a N f3 N = M) v (l + (N~ V^0\ + o(l))( 1 + (N - 2)[a, f3\ + o(^))... (A) 

(11.25) 


[a,/3] = ^[A,B] 


Uvedomlme-li si, ze 


(11.26) 
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lze zavorky ve (A) psat jako (odchylky o(l/N) jiz nepiseme, protoze zrejme 
po roznasobeni daji o(l )) 


((♦^1A,B])( 1 + ^[A,BJJ..., (11.27) 

coz se da se stejnou chybou psat jako 

(1 + , (11.28) 

pricemz exponent ma zde hodnotu N 2 /2 + o(N 2 ) a vyraz se da napsat jako 
exp(l[A.Bj). (11.29) 


cimz je formule dokazana. 

Veta. Necht’ Av = Av. Pak (exp A)v = e A v. 
Dukaz. 


Ett v = E^r = 


(11.30) 


Vyuziti. Necht’ vlastni vektory ~v\...k tvori basi uvazovaneho vektoroveho 
prostoru M. k . Predchozi veta dava navod k vypoctu exp A v tomto pripade: 
vuci teto basi vlastnich vektoru je totiz operator 


(x 4 Aic} resp. {xiAexpAx} 
vyjadren diagonalni matici 


( A1 • 

" ° ) 


/ e Al ■ 

" ° \ 


■■ \k> 

resp. 

(l: 

. . e V ) 


kde Xi...k jsou vlastni cisla pnslusejici v 
Zobecneni. Necht’ A = CDC -1 . Pak 

exp A = C • expD • C -1 . 


(11.31) 


(11.32) 


(11.33) 


Dukaz. 
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y,A" “ (CDC- 1 )" 

^ n\ ~ ^ n! 



(11.34) 


PoznAmka. Vidime, ze exponenciala linearniho zobrazeni /, definovana 
samozrejme jako 

exp / = (11.35) 

nezavisf na volbe base a je tedy dobre definovana. 

Priklad. Matice A ma vlastni cfsla 1, 2, 3, je-li 
/ 5 -3 2 \ 

A 6 4 1 . (11.36) 

V4 -4 5 ) 

Najdeme-li prislusne vlastni vektory 

Avi = vi, Av 2 = 2v 2 , Av 3 = 3v 3 , (11.37) 

plati 

expAvi=evi, expAv 2 = e 2 v 2 , expAv 3 = e 3 v 3 , (11.38) 

jinymi slovy 



exp A = C 



(11.39) 


kde matice C ma ve sloupcich souradnice vlastnich vektoru. Proved’te po- 
drobne. 


Cviceni. Dokazte, ze exponenciala cirkulantu je cirkulant. Obecneji, ja- 
kakoliv funkce dana konecnou ci nekonecnou mocninnou radou, kde promenna 
je cyklickou zamenou souradnic, je „cirkulantem“ (konvolucnim operatorem ve 
smyslu kapitoly (16.7)). 

Cviceni. Spoctete derivaci maticove funkce exp(tA) podle promenne t. 
(Vysledek vypada stejne jako pro cfselne A.) 
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Cviceni. Dokazte nasledujfcf formuli pro vypocet inversnf matice: Jsou-li 
realne casti vlastnich dsel matice A kladne, tak platf 

A -1 = [ exp(—iA)df (11.40) 

Jo 


NAvod. Aplikujte matici A na integral napravo a zamente poradi ap- 
likace integralu a matice A; to dava integral z derivace. Pouzitim Newton- 
Leibnizovy formule (vyse uvedeny predpoklad o vlastnich cislech zajistuje 
exponencialne rychle ubyvani integrandu!) dostaneme hledany vysledek. 

Vsimnete si, ze tato formule je spojitou analogii vypoctu (1 — A) -1 
pomoci nekonecne geometricke rady A". 

Poznamenejme, ze vyse uvedena formule je casto pouzivana, treba v te- 
orii pravdepodobnosti pri zkoumani Brownova pohybu nebo kuprikladu pri 
vypoctech propagatoru pomoci Feynmanova integralu v kvantove teorii. (A 
pak oznacuje ve vetsine pripadu Laplaceuv operator). 

11.1 Aplikace na soustavu diferencialmch rovnic 

Soustava linearnich diferencialnich rovnic prvniho radu s konstantnimi koe- 
ficienty typu 

x = Ax, xeR" (11-41) 


nebo ve slozkach 



ma reseni 


x(t) = exp(fA)x 0 , (11.43) 

kde xo = (sj, Xq, ..., Xq) t (spravne pod sebou) je sloupec pocatecnich pod- 
minek v case t=0: x(0) = xo- 

Podrobnejsi diskusi vypoctu exp A odlozime na konec kapitoly o Jorda- 
nove tvaru matice. 
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11.2 Heisenberguv obraz 

V teto podsekci vas pouze informujeme, ze operatorova rovnice 

L'(t) = [L(i),I] (11.44) 

ma reseni L(t) = exp(—tl)L(O) exp(tl), (11.45) 

o cemz se lehce presvedcite, umite-li derivovat soucin operatoru. 

Uvedene zobrazeni f(t): .A4 —S- Ad na prostoru matic 

K H- exp( 41)K exp(tl) (11.46) 

je exponencialou t-nasobku jineho zobrazeni g : A4 M 

f = exp tg, g-.K-y^t. (11.47) 

Nadpis je volen podle pojmu v kvantove mechanice, kterou lze (kro- 
me Schrodingerova pojeti s promennym stavovym vektorem a konstantnimi 
operatory) formulovat ekvivalentne v jazyce Heisenberga: stavovy vektor je 
konstantni a operatory se vyvijeji podle 

ihjL(t) = [LM\ (11.48) 

s tymz hamiltonianem, jako u Schrodingera. (Nase I bylo H /ih.) 

ZAmena exponenciAl. Nedavno jsme ukazali, ze pokud A i B komutuji 
se svym komutatorem, plati 

exp A exp B = exp(A + B) exp ^ A. B], (11.49) 

Pouhym dosazenim z teto rovnice overite, ze za danych predpokladu plati 

exp(A) exp(B) exp(—A) exp(—B) =exp[A,B], (11.50) 

Tento vzorec ma celkem jednoduche zobecneni i v obecnem pripade, tj. aniz 
predpokladame cokoli o komutatorech: 

= exp(B + i[A, B] + |jA. [A,B]] + [A, [A,B]]] +...). 

(11.51) 



11.3. VZTAH STOPY A DETERMINANTU 
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Vzorec lehce dokazete, uvedomite-li si, ze v zavorce na prave strane je matice 
prirazena matici B exponencialou zobrazeni „komutator matice A s danou 
matici“, pro ktere jsme prave nasli explicitni vyjadreni 

exp([A,.. ,])(B) = exp(A)B exp(—A), (11.52) 

pomoci nehoz dokazovane tvrzeni prevedeme na 

exp(A) exp(B) exp(—A) = exp(exp(A)B exp(—A)), (11.53) 

coz je vzorec nam znamejsi v oznaceni C = exp A tj. C -1 = exp (—A) 

C(expB)C _1 = exp(CBC _1 ) (11.54) 

a tento vzorec uzivame k vypoctu exponencialy matice M vyjadrene jako 
CBC -1 s podobnou matici B (pokud mozno v Jordanove tvaru). (Je prav- 
divy proto, ze pri rozpisu prave strany do rady se vykrati vsechny vnitfni 
pary C _1 C a zbudou jen ty vnejsi.) 

11.3 Vztah stopy a determinantu 

detexp A = expTr A. (11.55) 

KrAsne tvrzeni. neni-liz pravda? 

Hlavni pozorovAni. detexpftAi = 1 + tTr A + oft), t -» 0, 

obecneji det (1 + tA + o(t)) = 1 + t Tr A + o(t). (11.56) 

(Symbol o(t) oznacuje matici, jejiz vsechny prvky jsou o(t), to jest nejake 
funkce takove, ze plati nasledujici vztah.) 

lim^ = 0 (11.57) 

pa;.1 

Dukaz lemmatu. Sami jiste overite exp(tA) = Dale si 

uvedomime, ze neidenticke permutace prispeji k determinantu polynomem, 
z nehoz lze vytknout t 2 , abychom provedli tyto upravy: 


det (1 + t A + o(t)) = ^2 znak tt + ^P^P] = (H-58) 
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= II (l A- ln 'j ^ : ^W) + ,2 ' j a ^ s i polynom = 1 : / TV A o(t). (11.59) 

|SI’ ' 

Dukaz vety nyni dokoncime dvema zpusoby. 

• detexp A = (det exp(A/A)) w = (1+ TV A/N+o(1/N)) n -4 exp TV A, 


IV —^ oo 

• Oznacme f(t) = det exp iA. Plati zrejme 

f») = lim deteXp(i + ft> ^ deteXptA = (11.60) 

h —^0 h 

— detexp tA ■ lim detexp ~ 1 — (n. 61) 

!4§ h 

= det exp tA - lim - TrA + °W = Tr A-f(t). (11.62) 

h^> o n 

A jsme u rile, nebot’ tato diferencialni rovnice 

f'(t) = Tr A f(t) (11.63) 

ma reseni 

f(t) = expi TV Ac, c =/( 0 ) = 1. (11.64) 


Cviceni. Dokazte formuli 

lndet(l - A) = f]-i-TVA”. (11.65) 

NAvod. Piste 1 — A = exp B a nahlednete do odstavce logaritmus matice 
nize. 

PoznAmka. Na nekonecnerozmernych prostorech se casto obtizne scita 
pres vsechny permutace, a tak je vztah 

det exp A = exp TV A (11.66) 

nadejnejsim kandidatem pro definici determinantu, alespon pro nektere ma¬ 
tice; stopa se porita i v nekonecne dimensi jednoduseji. Verse uvedena ve 
cviceni je zvlast’ casto pouzivana, noveji treba v teorii chaosu. 



11.4. TAYLORtlV vzorec 
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Nahrada komplexniho cisla matici 

Opravdu, mnozina komplexmch cisel je isomorfni mnozine matic 2x2 mze 
uvedeneho tvaru: 

a + bi^^ (11.67) 

Overte, ze jde o isomorfismus; zejmena, ze obraz soucinu dvou komplexnfch cisel 
je (maticovy) soucin obrazu techto cfsel. 

Pomocf naseho vztahu determinantu a stopy lze dokazat i tuto vetu. 

Veta. Necht’ C n oznacuje „zrealisovanou“ matici 2 n x 2n, ktera vznikne 
z komplexni matice C rozmeru n x n uvedenou nahradou. Potom 

det C n = |det C| 2 . (11.68) 

Vsimnete si, ze zrealisovanfm matice hermitovsky sdruzene k C dostanete matici 
transponovanou vuci zrealisovanf C: 

(' C*) 11 = (C n ) T . (11.69) 


Dukaz. 

morfnosti) 


Vyjadrime-li matici C jako C = expL, lze psat (diky iso- 
C 11 = exp h 11 . (11.70) 


Nyni uz jen staci dopocitat 

detexpL^ = expTrL^ = exp(23fiTrL) = (11.71) 

= exp(TrL) • exp (TrL) = detexpL • (detexpL). (11.72) 


11.4 Tayloruv vzorec 

Necht’ p je polynom. Znamy Tayloruv vzorec muzeme psat 


i,(x + t) = f:^Ae 


(11.73) 


(suma je ve skutecnosti konecna, je-li p polynom; volime prostor polynomu 
nikoli proto, ze by to byla nejprirozenejsi mozna volba, ale proto, ze chceme 
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zustat na pude konecnerozmernych prostoru, kde lze vse formulovat rigoros- 
ne velmi snadno). Znacime-li obvyklym -j~ r operator derivovani (na vhodnem 
prostoru polynomu) a symbolem P t translaci (tamtez) 

[P t p\ (x) :=p(x + t), (11.74) 

lze psat vzorec jako 

Pt = exp(i—). (11.75) 

dx 

V sekci o Lieovych algebrach budeme mluvit o derivaci jako o basi infi- 
nitesimalniho generatoru grupy vsech posunuti. 

Teprve ted’ vidime, jak se kriminalita dramatisuje; exponenciala derivaci 
na Vaclavskem namesti nezintegrovala, nybrz pouze odsunula. 


11.5 Poissonovo rozdeleni 

(0) Studujme model porodnosti v Praze (stejne tak ale lze mluvit o do- 
pravnich nehodach, preklepech pisarky, poctech castic kosmickeho zareni 
zaznamenanych pristrojem atd.), kdy se za cas t narodi prumerne at deti; 2 
jednotliva narozeni jsou nezavislymi jevy. 

Zacneme se znalosti pravdepodobnosti /„, ze do casu t = 0 uz bylo 
narozeno n deti, je tedy znama nejaka posloupnost {/ ra ,« G ^}, kterou 
muzeme normovat vztahem Y^ n eZ fn = 1- Podobne pravdepodobnost, ze 
v case t bylo narozeno n deti, pisme jako f n (t). Mluvime tedy o prostoru 
posloupnosti a operatorech na nem. 

Chceme-li spocitat pravdepodobnost f n (t + dt), ze do casu #*|t dt bude 
jiz narozeno n deti, dostaneme ji jako soucet pravdepodobnosti, ze do casu t 
bylo narozeno n — 1 deti (/„_i(i)) a v dobe (t, t + dt) se dite narodilo ( adt ) 
a ze do casu t bylo narozeno n deti ( f n (t )) a v intervalu (t,t + dt) se nic 
nenarodilo (1 — adt). Je-li cas dt kratky, lze totiz zanedbat moznost, ze se 
muze narodit vice deti nez jedno. Pozadavek, ze prumerne se za t narodi at 
deti, se transformuje na pravdepodobnost adt , ze se nejake narodi za cas dt. 
Marne tedy 

f n {t + dt) = f n {t)( 1 — adt) + f n -i(t)adt (11.76) 

nebo v matematictejsim havu 

f' n {t) = -a{fn{t)-fn-i{t)). (11.77) 

2 Kdo sleduje jen matematicke uvahy, necht’ si mysli pod a vsude jednotku. 
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Zavedemm operatoru diference D tentokrat jako 


0f]n = fn~ fn—1 

(11.78) 

prepiseme rovnici jako 

f '(t) = —abf{t) 

(11.79) 

a reseni pomoci exponencialy 


f(i) = exp(— aDtjf 

(11.80) 

nabude konkretniho tvaru 



(11.81) 


Navic, pro pocatecni stav f n = S n o dostavame prirno Poissonovo rozd^lenf 

f n(t) = (11-82) 


Dukaz. V case t = 0 je f n (t) = f n . stacl tedy overit, ze zadane f n (t) 
splnuje diferencialnl rovnici vyse. Opravdu, obe strany se rovnajl: 


*■«—•-£( ml “ (m-l)l ) f "~ m 

(11.83) 

[-abf{t)] n = -a ■ e~ at J2 - fn-m -1 

171 ' 

) (H-84) 

Cviceni. Ukazte. ze 


Vi ^2pn(t) = 1 pro p n {t) = e~ at( ^—. 

n=0 n - 

(11.85) 

Mimo jine, plati i rovnost 


Vn [ a ■ dt ■ p n (t) = 1. 

Jo 

(11.86) 

Gauss by po nas mohl hodit houbu, kdybychom se v 
nezminili take o Gaussove normalnim rozdeleni. 

teto souvislosti 
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11.6 Gaussova krivka 


Resime-li rovnici 3 vedeni tepla (misto laplacianu piseme jen druhou derivaci 
podle x ) 


d m k S 2 m 

—T = - T 

dt 4 dx 2 


(11.87) 


dostaneme reseni (v t > 0) pro danou pocatecni podminku T(0,x') ve tvaru 


T(t,a 


_jl_ r 

\Anct J o 


dx' exp(— 


(a ~ s ') 2 


)T(0,a 


( 11 . 88 ) 


Je take videt, ze neni mozne hledat teplotu v zapornych casech; souvisi to 
s tim, ze zatimco rustem casu se teplota „zahlazuje“, jeho poklesem by se 
„rozruznovala“ do neunosnych mezi. Nekdo mozna jiz cosi slysel o Rever¬ 
sibility rovnice vedeni tepla. 

Muzeme se take podivat (pro zmenu opet zcela rigorosne) na diskretni 
odnoz druhe derivace: prozkoumejme operator A na prostoru posloupnosti 


(A/)n = fn=l ‘jfn+1 — 2/n- (11.89) 

Operator A lze tedy psat jako 

•' - 21 = f-'D 2 , (11.90) 

kde D je operator prve diference 

D = T 1 -1, [Df]n = Unr fn ■ (11-91) 


Exponencialu t-nasobku tohoto operatoru analyzuje nasledujici veta. 

Veta. Necht’ T k oznacuje operator posunuti (posloupnosti) o k , tzn. 
C T k f) n = fn+k■ Potom plati vztah 

ex V tA=J2 F k(t)T k , (11.92) 

kcZ 

kde posloupnost F s casove promennymi prvky Fa ( t ) resi differencials rovnici 
F’{t) = A F{t) (11.93) 

pri pocatecni podmince 7^(0) = S^o- 

3 Pod k si opet muzete predstavit nejake kladne cislo, treba 1 nebo 4. 
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Dukaz. Z platnosti diferencialm rovnice vyplyva 

~tl exp tA = (A F(t)) k T k = A £ l'W)f k (11.94) 

"' ! ke Z fceZ 

a v posledmm tvaru lze take presunout A za swim. protoze komutuje s kaz- 
dym T k . Vidime, ze derivace (leva strana) vysla tak, jak mo/a. 

11.7 Logaritmus matice 

Hledame matici A splnujici 

exp A = B (11.95) 

pro danou regularni matici B. Omezime se na pripad, kdy se B dosti malo 
lisi od 1; v ostatnich pripadech vyjadfime B = B ,n s dostatecne velkym n a 
bude InB = nlnB'. 

Abychom to mohli provest, meli bychom jeste vysvetlit, jak spocitat n- 
tou odmocninu z B, ale to ponechme na jindy. 

Kratce receno, logaritmus matice B ziskame pomoci Taylorovskeho vzta- 
hu pro logaritmus cisla 

00 7 / n+l 

ln(l +1/ ) = £(-l)"-^—(11.96) 
+ 1 

Za y totiz dosadime C = B — 1. 

Co se tyce konvergence, pocvicte se z analyzy: je-li pro 0 < q < 1 

l|C||<f, jetake \\C n \\ < ^ < q n (11.97) 

a tudiz je rada pro logaritmus absolutne konvergentni ve smyslu 
II 00 pn+l || 00 n n+l 1 

VHrA- <ln(-^) (11.98) 

ll^o n + 1 \\ ~n^o n + 1 ~ A-9 

a dosadime-li za A hodnotu 

A = |(-ir^ (11.99) 


pak plati exp A = 1 + C = B. 
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Protoze dobfe vime, ze pro cisla udavaji rady dve navzajem inversni 
funkce, musi vyjit rovnost dosazenim fad do sebe, ale ponevadz pro vypocty 
pfi dosazovani fad matic do sebe plati zcela stejna pravidla jako pro fady 
ciselne, vyjde uvedeny vztah i pro matice. 

V blizkem okoli autoru neumi nikdo dokazat inversni charakter obou 
fad pfimym dosazemm jedne do druhe, problem vsak vyfesil Jan Vybiral v 
Obrazcich zlutych ruzi c.18. 

Priklady. 


( 0 l)’ (o j)^ ex P0K2,K) (11-100) 

Nepatfi proto, ze maji nekladna vlastni cisla (druha z matic je dokonce 
singularni). 


11.8 Hamiltonovy rovnice pro oscilator 


Z mechaniky uz mozna znate Hamiltonovy rovnice pro soustavu hmotnych 
bodu ve tvaru 


dH 

dpi ’ 


dH 
dqi ’ 


( 11 . 101 ) 


kde pi, qi € R; i = 1,..., n. 

Vysetfime zde pfipad, kdy hamiltonian H(jp,q) je kvadratickou funkci 
promennych q („soufadnice“) a p („impuls“). Jde o tzv. harmonicky oscila¬ 
tor (pfesneji o soustavu spfazenych oscilatoru - pfedstavujte si tfeba sou¬ 
stavu hmotnych bodu vselijak propojenych nehmotnymi pruzinami). Pfipad 
nekvadratickeho hamiltonianu vede jiz mimo linearni algebru (do geometrie 
- viz take ucebnice mechaniky ci tfeba knihu autoru DFN[6]). 

Pfedpokladame tedy Hamiltonovu funkci ve tvaru 


H(p, q) Y, -1" (■ijq'p 1 + dijP'p 1 - (11.102) 


kde B, C, D jsou nejake matice, pficemz muzeme pfedpokladat symetrii ma¬ 
tic B a D (nakoukni do uvodu ke kapitole Kvadraticke formy). Potom lze 
rovnice nahofe napsat ve tvaru 


x = A x, 


(11.103) 
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kde x = (q,p) a matice A je dana vztahem 

a = 2 (-b -<?)' ( 1L104 > 

neboli splnuje vztah (overte, procvicte se trochu v nasobem matic!) 

AK = -KA t , kde K = ^ J j (11.105) 

tzn. AK je symetricka matice. Matice M = exp A (obecneji exp(iA) je 
potom symplekticka matice (viz priklady grup na zaver zimniho semestru 
a tez nasledujici kapitolu), coz ukazeme takto: vztah 

AK = -KA t (11.106) 

prepiseme jako 

-A =KA t K“ 1 . (11.107) 

Vezmeme exponencialu 

exp(—A) = K exp(A T )K _1 , (11.108) 

vynasobime to matici M zleva, pak matici K zprava a vskutku dostavame 
pozadovany vztah 

MKM t = K. (11.109) 

Jednoparametricka symplekticka grupa exp(tA) tedy popisuje vyvoj os- 
cilatoru v case. 

V typicke aplikaci je C = 0, D = laBje positivne definitni matice (na- 
koukni do kapitoly o kvadratickych formach ohledne positivni definitnosti). 
Neni pak tezke ukazat, ze vsechna vlastni cisla matice A jsou ryze imaginar- 
m (nebot’ vlastni cisla matice —B a tedy i A 2 jsou negativni!). Dostavame 
potom tzv. kvasiperiodicky pohyb (periodicky v pripade jednoho hmot- 
neho bodu), kde jednotlive frekvence jsou dany prislusnymi vlastnimi cisly 
matice B. Podrobnejsi informaci viz ucebnice mechaniky. Cv 1 ) 
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Uloha 1. 

• a) Zjednoduste predchozf postup pro prfpad, kdy D = 1. (Coz je i prfpad 
nasledujfcf ulohy, bereme-li kartezske souradnice.) 

• b) Modifikujte predchozf postup pro prfpad, kdy hamiltonian obsahuje i 
linearnf clen (v promenne x, jako v dalsf uloze) 


IJloha 2. Zavazf visf u stropu mfstnosti pripevneno k nemu n gumickami (ci 
pruzinkami), kde n = 1,2,... Dalsf provazek vede od zavazf k osobe u podlahy, 
ktera se zatahnutfm za provazek snazf zavazf periodicky rozhybat. Z kolika mist 
na podlaze resp. stene se jf to muze podarit? Zavisi tento poCet na n? 
Spoctete prfslusne periody a urcete prfslusna mfsta. 

tJlohu lze zobecnit i pro vice zavazf a provazku (a osob). 



Kapitola 12 

Lieova algebra 


Misto slozitych objektu, jakymi jsou grupy §U(n) a dalsi, je mozne zkou- 
mat objekty jednodussi, totiz linearni, nezajimame-li se prave o rozdily mezi 
0(n, R) a SO(n, R): druha z nich je souvisla, lze se plynule dostat od jed- 
noho jejiho prvku ke kteremukoli jinemu, prvni z nich je nesouvisla, sklada 
se ze dvou oddelenych komponent (zrcadlici a nezrcadliri transformace). 

Definice. Linearni prostor g, na nemz je definovana dalsi bilinearni 
operace [A, B\, dale zvana komutator, splnujici vztahy 

[A,B] = -[B,A], [A,[B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A,%1 ]| = 0 (12.1) 

(druhemu se rika Jacobiho identita) nazveme Lieovou algebrou. 

Ukol. Ukazte, ze v Lieove algebre matic s komutatorem definovanym jako 
= AB — BA]e splnena (krome trivialniho vztahu [A,B\ = ~[B,A\) take 
Jacobiho rovnost. 

Priklad. Zkoumejme Lieovu algebru, ktere rikejme SO 3 , jejiz prvky pis- 
me jako antisymetricke matice s obvyklym komutatorem 


( O -C b\ 


0 ~f e \ 


c 0 —a , 

1-6 a 0 

B = 

f 0 -d . 

—|K d 0 , 

(12.2) 


Overte podrobneji, ze 

( o bd — ae cd — af \ 

ae-bd o ce-bf \. (12.3) 

af — cd bf — ce o I 
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Vzpomeneme-li si nyni na definici vektoroveho soucinu A x B, najdeme 
zajimavy isomorfismus 


| (a, b, c ) 


c 

-b 



II- 


(12.4) 


Znate Jacobiho tozdestvo (identita) pro vektorovy soucin? 

Je videt role dimense (3) na hladky prubeh. Lze samozrejme mluvit i 
kupr. o sestirozmernem prostoru antisymetrickych matic 4x4, ale prec jen 
jiz nebude isomorfni R 4 (4 / 6). V reci funkcionalni analyzy je mozne dat 
doslovny smysl komutatoru dvou matic i vektorovemu soucinu vektoru na- 
bla (d/dx,d/dy,d/dz) s vektorem v = (v x , v y , v z ), cemuz rikame rotace 
vektoru, pouze vsak s pouzitim nekonecnedimensionalnich prostoru. 

Podivejme se na par dasich prikladu Lieovych algeber a zacneme pre- 
myslet o jejich vazbach na stejnojmenne Lieovy grupy. 


• 0 [(n,R/C) = {realne/komplexni matice n x n} 

• sl(n, R/C) = {A e 0 l| Tr A = 0} 

• 0 (n, R/C) = $o(n, R/C) = {A G 0 l | A = -A r } 

• u(n) = {A G 0 l(C) | A = —A*} 

• SU(n) = sl(n, C) fl U (n) 

• sp(n) = {A E u(n) | (Ak) = (Ak) T } v pripade sudeho n: k je zde 
nejaka antisymetricka regularni matice n x n 

• S0(m,n) = {A E gl(?n + n, R) | AG = — (AG) T }, G je diagonalni 
matice obsahujici m jednotek a n minus jednotek 


Veta. Uvedene linearni prostory jsou uzavrene na operaci komutovani. 

Dukaz. Tedy presvedcte nejen sebe, ale i sve neverfci kamarady, ze plati 
napr. implikace 


A = -A t , B = -B t :# [A, B] := AB - BA = -[A,B] T . (12.5) 
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Pqjem. (0) Necht’ G je grupa matic. Infinitesimalrrim generatorem 
grupy G nazveme mnozinu 1 0 = 12(G) matic A, pro nez 

{exp tA 1 1 E M} je podgrupou G. (12.6) 


PqznAmka. V pokrocilejsich kursech geometrie se g obvykle definuje 
abstraktneji jako „tecny prostor ke G v 1 “ v prostoru vsech matic: prvky 
grupy, ktere maji infinitesimalne blizko k jednotkove matici, se daji napsat 
jako (g i je base generatoru) 


i + Eg i- dXi - ( 12 - 7 ) 


SOUVISLOST. Vtip je v tom, ze infinitesimalni generator grupy matic G 
je Lieova algebra (a v uvadenych pripadech prave ta stejnojmenna, psana 
svabachem, gotickym pismem neboli nemeckou frakturou) a ze lze navic 
dobre vylozit roli komutatoru. 

Dukaz pro obecnou grupu. Je treba ukazat dve zasadni veci: uza- 
vrenost na scitani a komutovani. 

• A,Beg A + Beg (ueni trivialm!) 

• A, B 6 g [A, B] = AB - BA € g 

1. Zkoumejme vyrazy typu (N oo) 

( exp W' eXP W^ N = ( 1 ^ A ^ B +°(jf)) lf ^ expi(A + B) (12.8) 

a uvedomme si, ze {exp t( A+B) t G R} tedyje podgrupa G, ponevadz 
pro kazde t jde exponenciala aproximovat s libovolnou presnosti (po- 
moci dostatecne velkeho N) soucinem prvku typu exp t A/TV, ktere lezi 
(presne) v G (a predpokladame cosi jako uzavrenost grupy v obvykle 
topologii dane napr. metrikou d( A,B) = sup., ? | a l j — b l j |j. 

1 Zvykneme si, ze nekdy se generatorem mini base tohoto prostoru nebo i jeji jeden 
prvek, nekde jsou prvky vynasobene i, aby byly (napr. u §U(n)) hermitovske a nikoli 
antihermitovske, i se pak musi pripsat i ke komutatoru. 
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2. Podivejme se na vyrazy typu (N —>■ oo) 

y/tA y/tB — y/tA 

( ex P __. ex P __ ex P __. f 


(12.9) 

( 12 . 10 ) 


Lze tedy opet exp(i[A, B]) vyjadrit s jakoukoliv presnosti pomoci sou- 
cinu prvku z G; pokud je t < 0, stacl vymenit plsmena A a B nalevo. 


Priklad. Ilustrujme si to na priklade algebry SO3: otocime-li sy¬ 
stem o maly uhel a kolem osy x, pote o maly uhel (3 kolem osy y a 
pak zpet, ovsem v tomtez poradi (nejprve o —a kolem x a pak o —/3 
kolem y), system se nam otoci o malinky uhel a/3 (az na konvencni 
znamenko) kolem osy z. 


Cviceni. Generatorem grupy otacenf kolem nejake zvolene osy je (linearnf 
obal) otocenf o pravy uhel (podel zmmene osy). Propoctete (stacf toto doka- 
zat v euklidovske rovine; dostavame takto i vztahy mezi exponencialou matice 

^ a funkcemi cos a sin, tedy vlastne definici komplexm exponencialy 
jaksi „bez“ zavedeni komplexnich cisel. 

Cviceni. Urcete generator grupy vsech regularnich hornich trojuhelmkovych 
matic. 

(Prostor vsech hornich trojuhelmkovych matic: Na jednu stranu je jasne, 
ze exponenciala trojuhelnikove matice je regularni trojuhelnikova matice; na 
druhe strane generator muze obsahovat pouze horni trojuhelnikove matice, 
coz nahledneme snadno, napiseme-li si prvni clen rozvoje exp tA pro male 
«■) 

SOUVISLOST ALGEBER SE STEJNOJMENNYMI GRUPAMI. Abychom ukaza- 
li, v jakem smyslu Lieovy algebry odpovidaji grupam stejneho jmena, prede- 
finujme infinitesimalni generator grupy matic G jako mnozinu vsech moznych 
A(0), kde pro t e M je A(t) E G, tj. A (t) je derivovatelna krivka po grupe, 
a A(0) = 1. (Ekvivalence plyne z toho, ze za tuto krivku lze vzdy zvolit 
A (t) = exp(iA(0)).) 

Tak napriklad, krivka A (t) po grupe SO(n) matic splnujicich A(t)A(t) T = 
1 po zderivovani a dosazeni t = 0 da 

A(0)A t ( 0) + A(0)A r (0) = A(0) + A t (0) = 0 , 



( 12 . 11 ) 
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tj. nutnou podmmku antisymetrie A(0), ktera je zaroven postacujici. 

B = —B t =>- expB = exp(—B t ) = exp(B T ) -1 = ((expB) T ) -1 

( 12 . 12 ) 

Cviceni. Zderivovamm kriterif pro clenstvf v dalsfch Lieovych grupach (viz 
Cartaniada) zfskejte rovnice stejnojmennych Lieovych algeber. Pripomenete si 
kupr. tez nasledujid vzorec, s mmz se v pozmenenych tvarech znate. 

^det A| t=0 = TrA(O) (12.13) 

12.1 Killingova forma a metrika 

Mejme linearni prostor 0l(n) vsech matic n krat n. Prirozeny isomorfismus 
do E" dava nasledujici predpis pro skaldrni soucin dvou matic: 

b(A,B ) = J2 ai /j ( 12 - 14 ) 

Cviceni. 

b(A,B) = Tr AB t . (12.15) 

Z tohoto druheho vyjadreni pro b( A, B) vidime nektere vyznacne vlastnosti 
takto zavedeneho skalarniho soucinu, napr. vztahy (ktere pouzijeme pozdeji 
v odstavci polarni rozklad) 

b(A, B) = b(OA, OB) = b(AO, BO). (12.16) 

pro libovolnou ortogonalni matici O. (Dokazte s pouzitim cyklicnosti stopy). 
Tento vztah nka, ze metrika 

P(A, B) = ||A B||, (12.17) 

kde || A|| 2 = b(A, A) je invariantm vuci grupe O(n). Chapeme-li ji jako 
metriku na grupe 0(n) C 0l(n), nazyva se Killingovou metrikou. 

A co je Killingova forma na Lieove algebfe? 

Ta je opet, v konkretnim priklade o(n), dana vztahem 

b(A,B) = —Tr AB. (12.18) 

(Nezapomenme, ze A T = — A plati pro vsechny A E 0(n).) 
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Ukazuje se, ze nejde o jen tak ledajaky skalarni soucin na o(n) (mame 
ho koneckoncu stale na celem gl(n)), nebot’ tento skalarni soucin na 0 (n) 
„respektuje navic strukturu Lieovy algebry“ ve smyslu nasledujicich tvrzeni 
(ktere jsou ekvivalentni): 

Tvrzeni 1. 

Pro vsechna X E o(n) a vsechna A,B E o(n) plati 

b([X, A], B) + b(A, [X, B]) = 0 (12.19) 

(rikame, ze Killingova forma je antisymetricka vuci operaci komutovani s X; 
uvedena rovnost se ostatne bere za zaklad definice Killingovy formy i v pri- 
pade obecne Lieovy algebry) 

Tvrzeni 2. Zobrazeni 

A i-» exp(—X)AexpX : o(n) -» o(n) (12.20) 

je isometrie pro kazde X E o(n). 

CviCENl. Dokazte tvrzeni 1 (proste dosad’te za b(.7.,.7.) i za komutator a 
vyuzivejte toho, ze A T = —A apod.). 

Dokazte i tvrzeni 2: zde je ucelne konsultovat tez odstavec 11.2 o Heisen- 
bergove obrazu a prislusne analyticke uvahy (at’jiz provedeni limit ci sestaveni 
diferencialni rovnice) okopirovat z dukazu vety o determinant!! exponencialy. 

12.2 Teorie representaci 

Pojmy ANALOGICKE GRUPE. ^|| Lieovu algebru 0 nazyvame komuta- 
tivnf, pokud Vx,y E 0 0 a takova algebra odpovida komutativni 

grupe. Tento pripad neni prilis zajimavy. 

Centrum algebry Lieovy je (analogicky centru grupy) mnozina Z(g) 
tech prvku s E 0 , ze Vt E 0 [s, t] =0, tj. komutuji se vsemi prvky algebry. 

Lieovou podalgebrou nazyvame (analogicky podgrupe) podprostor 0 
uzavreny na komutovani. Mame dokonce analogii normalm podgrupy - rika 
se mu ideal Lieovy algebry a je to podprostor I takovy, ze Vi E I Vj E 
0 fPI fe I. Elementarnim prikladem idealu je centrum algebry; jinym du- 
lezitym prikladem je komutant dane Lieovy algebry, coz je mnozina vsech 
prvku tvaru x. y E 0 . Ideal je to proto, ze'jjjic, opet lezi v komu- 

tantu, protoze je tvaru komutatoru dvou prvku. 
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Vety. Zavedene pojmy mimo jine implikuji, ze pokud je El normalni 
podgrupou grupy G, pak je £(H) idealem v £(G). Jestlize je G souvisla, 
pak 

£( Z(G)) =Z(£(G)). (12.21) 

Pro dve grupy Gi, G 2 je 

£(Gi x G 2 ) = £(Gi) © £ 1 ( 62 ) ( 12 . 22 ) 

infinitesimalmm generatorem jejich direktniho soucinu direktni soucet jejich 
infinitesimalnich generatoru - kde prvky £(Gi) komutuji s prvky z £(62), 
a tak jsou £(G*) idealy v £(Gi x G2). 

Representace. Necht’ A oznacuje jedno z klasickych teles R, C nebo El 
(kvaterniony) a G je nejaka grupa. Pak linearm representacf 2 grupy G 
nazyvame konecnerozmerny linearm prostor Y nad telesem A, na nemz je 
pro kazdy prvek g £ G definovana (stejne znacena) funkce, splnujici 

• l G v = v a g(g'v) = ( gg')v 

• gw je A-linearm funkce v 

• gw je spojita funkce g a v 
Jinymi slovy, je zadan morfismus grup 

6 » = 6 » v :G^AutV. (12.23) 

Vybereme-li basi ve V, lze si predstavit, ze 6 nabyva hodnot ve GL(n,A). 
V tomto pripade mluvime o maticove representaci. 

Piseme-li v pripade kvaternionu matice vlevo od v, je rozumne mit ve V 
nasobeni skalarem zprava (V je pak pravy modul nad El). Nastesti lze ale 
definovat i nasobeni skalarem zleva (pruh musime pridat na to, aby platilo 
q(q'w) = (qq')w) 

qw := wq (12.24) 

2 Representace (rusky predstavlenie) nemusi byt jenom linearm. Tak napriklad kom- 
plexni rovina spolu s nevlastnim bodem v nekonecnu je bezvadnou nelinearni represen- 
tad grupy §L(2,C)/Z2 (grupa isomorfni Lorentzove SO(l,3)), bereme-li na m vsechna 
konformni (zachovavajici uhly, v komplexni rovine jsou jimi analyticke funkce) zobrazeni, 
ktera jsou vzajemne jednoznacna. Temito zobrazenimi jsou totiz z —> (otz + / 3 )/( 7 z + 5) 
pro nenulove at) — /I 7 . kde komplexni cisla a, 3. 7 ,5 lze bez ujmy na obecnosti vybrat tak, 
aby aS — /3"f = 1, presto vsak zamena na —a, —/3, — 7 , —S dava tutez transformaci, a pro¬ 
to jsme napsali faktor Z 2 . Podgrupou prevadejici horni polorovinu (s nevlastnim bodem) 
komplexni roviny na sebe je grupa §L(2, IK) s realnymi a, f), 7 , 6. 
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a tak lze levy modul prevratit na pravy a naopak. Vyuzijeme toho, ze qq' = 
q'q, kde q je obvykle sdruzeni kvaternionu 

a. + (3i + + 8k = a — (ii — 'yj — 8k. (12.25) 

Mame-li representace V ? . lze generovat slozitejsi representace ve tvaru 
direktniho souctu dvou (ci vice) prostoru, na nichz grupa ucinkuje podle 

3 (vi, v 2 ) = (gvi,gv 2 ) (12.26) 

a podobne lze ziskat representaci ve forme tensoroveho (resp. symetriso- 
vaneho resp. antisymetrisovaneho) soucinu dvou prostoru, na ktery grupa 
ucinkuje die pravidla 


!/(vi 0 v 2 ) = (gvi (8>gv 2 ). (12.27) 

(Zde nejde o nic jineho, nez jak se transformuji spinory - resp. tensory - s vice 
indexy.) Ale take lze ziskat representaci na dualnim prostoru Y 1 podle vzorce 
(zde zase jde - v reci budouciho jazyka - o transformaci tensoru/spinoru 
s indexy dole/nahore) 

[g{v )]w = v oj-'w. (12.28) 

Strukturni zobrazeni. Nyni se podivame, proc staci pracovat s kom- 
plexnimi representacemi. Realnou representaci R n lze prevest na komplexni 
C", pricemz pusobeni grupy je podle prirozene formule (v, w G M") 

5 (v +iw) = g(v) + ig(w). (12.29) 

Zda se, ze se ale o cosi okradame. Jiz „maly“ prostor byl uzavren na 
pusobeni grupy a my jsme ho zbytecne zvetsili. Nauctujeme si to tak, ze 
povime, ze existuje strukturni zobrazeni j : C" —>■ C" (v nasledujicim 
vzorci jsou v, w realne vektory) 

j : (vVl- *w) |v — *w), (12.30) 

ktere komutuje s pusobenim grupy ( g(jv ) = j^v)), je antilinearni [j(zv) = 
z-j(v), j(v+ w) = j(v)+j(w)) a jeho druha mocnina je plus minus identicky 
operator (v tomto pripade plus) (j(jv) = ±v, zkracene j 2 = ±1), coz jsou 
tri vlastnosti, definujici strukturni zobrazeni. 

Naopak, mame-li komplexni representaci se strukturnim zobrazenim j , 
rekonstruujeme realnou representaci rozkladem komplexniho prostoru C n 
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povazovaneho za R 2n na dva podprostory, odpovidajici vlastnim cislum 1 
resp. —1 (operator, splimjici j 2 = 1. jina vlastni cisla nema). 

Obdobne lze prevest kvaternionickou 3 representaci na komplexni 
C 2m ; kvaternionicky vektor budeme psat jako v + jw, kde v a w jsou kom¬ 
plexni vektory. 

I nyni se o cosi okradame: prostor jsme sice zbytecne nezvetsili, ale pu- 
vodni representace byla Hl-linearni, zatimco nova je jenom C-linearni. H- 
linearitu si zrekonstruujeme tak, ze rekneme, ze existuje strukturni zobrazeni 
(v, w jsou zde komplexni vektory) 

j(v + jw) = -w + jw. (12.31) 

Lehce overite antilinearitu, komutovani s pusobenim grupy (zobrazeni j je 
vlastne nasobeni j - shoda pismen ciste nahodna - zprava, coz komutovalo 
s G diky H-linearite) a rovnost j 2 = —1. 

Naopak lze zpetne zrekonstruovat representaci H" z dane C 2 ". ktera 
pripousti strukturni zobrazeni s j 2 = — 1. 

Representace, ktera je direktnim souctem dvou prostoru (representaci) 
V, W, disponujicich strukturnimi zobrazenimi se stejnymi jy = j^y : pripous- 
ti strukturni zobrazeni jy © j\y se stejnym j 2 . 

Tensorovy soucin dvou representaci V © W (muze jit i o (anti)symet- 
risovany) se strukturnimi zobrazenimi jv,jw toleruje strukturni zobrazeni 
j = j v © j w se znakem j 2 = 

Ukazeme jednoduchy priklad. Grupa SU(2) = Sp(2) ma fundamental- 
ni representaci kvaternionickou (vzdyt’ jde nakonec o grupu ,jednotkovych“ 
kvaternionu (s jednotkovou normou)), kterou si predstavime jako dvous- 
lozkove komplexni spinvektory sa, A = 0,1, majici strukturni zobrazeni 
s j 2 = —1. Symetrisovany tensorovy soucin, obsahujici dvouindexove spino- 
ry sab = sba, bude tedy disponovat strukturnim zobrazenim s j 2 = 4 tk . 
tedy budeme moci pozadovat podminky realnosti (invariantni vuci pusobeni 
grupy) 

soo = —sn, soi,sioGM. (12.32) 

Neni se cemu divit, spinor sab, ktery svazeme maximalnimi podminkami 
(symetrie a uvedena samodruznost), je informacne totozny s (trojrozmer- 
nym) vektorem. Proto se casticim se spinem rovnym jedne rika vektorove. 

■s 0 i = z = sio, Sn=x + iy, s 00 =-{x - iy) (12.33) 

3 Pro existenci strukturmho zobrazeni podobneho jako u realne representace se kva- 
ternionicke representaci rika take pseudorealna, nekdy dokonce take realna; existence 
strukturmho zobrazeni zajist’uje ekvivalenci representace s komplexne sdruzenou. 
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Isomorfnost nekterych Lieovych algeber 

TJcelem techto radek je poukazat na skutecnost, ktere v jistem smyslu vde- 
cime za existenci hmoty, presneji za existenci vsech castic s polociselnym 
spinem. Od doby, kdy Cartan poprve prisel s temito ideami, nas deli jiz pres 
osmdesat let, ale svezest maji ony myslenky stale mladickou. 

Co mozna nejstrucneji vazene ctenare presvedcime (dale s timto budeme 
pracovat v sekci o spinorech), ze algebry so(3,R) a su(2) jsou isomorfni, a 
to tak, ze napiseme prvky jejich basl 4 a tise vas vyzveme k verifikaci nlze 
napsanych komutacnlch relacl pro obe sady matic. 

V pripade struktury „algebra Lieova“ pozadujeme po isomorfismu ip za- 
jiste i zachovani komutatoru, tj. 

^([A,B]) = [^(A),^(B)]. (12.34) 

Postaci zkontrolovat komutatory matic tvoricich basi, jako kombinace kte- 
rych lze prvek dane Lieovy algebry zapsat. 


^ _°/ 2 y 2 j , (12.35) 

s = ( °j 2 ~\ /2 ) : (12.36) 

S 3 C/(2) = ( ~T i/2 ) ’ (12 - 37) 

[Si,S 2 ] = S 3 , [S 2 ,S 3 ] = Si, [S 3 ,Si] = S 2 (12.38) 

Z podobnych duvodu jsou isomorfni i algebry so(l,3) a sl(2,C), sl(2,M) a 
5u(l, 1), ale take treba S0(6) a su(4). Dalsimi priklady jsou 50(4) a su(2) © 
su(2) nebo so(5) a sp(2 ■ 2). 

Budete-li nekdy vedet o techto vecech vice, snad privitate informaci, ze 
fundamentalni representace grupy S pin{n) je 



, 50 ( 3 ) _ ( ° 1 ° 


• jedna samodruzna o dimensi 2 k pro n = 2k + 1 (liche n); je realna, je-li 
[(A; + l)/2] sude, jinak je kvaternionicka 

4 Za prvky generatoru grupy se mnohdy povazuji i-nasobky nami uvedenych, tedy her- 
mitovske matice namisto antihermitovskych. 
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• dve komplexm vzajemne sdruzene s dimensi 2 k 1 pro n = 2k, k liche 

• dve samodruzne navzajem neekvivalentni, kazda o dimensi 2 k ~ l pro 
n = 2k, k sude; je-li k nasobkem ctyr, jsou realne, jinak jsou kvater- 
nionicke 


SO(n) : n 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

spin. repr. 

2c 

•i q 

2q 

1 q 

2c 

lr 

2r 

lr 

2c 

dim. kazde 

1 

2 

2 

4 

4 

~8~ 

8 

HT 

16 


Na tyto skutecnosti muzete sami prijit, protoze vam prinasime definici grupy 
S pin(n). 

SpinorovA grupa. Chceme ziskat Lieovu algebru isomorfni so(n), je- 
jiz grupa ale obsahuje (vzajemne rozlisitelne) prvky „rotace o 0“ a „rotace 
o 27 t“. Algebra so(n) je linearmm obalem antisymetrickych matic = —ej(, 
ktere maji jednotku na miste (i, j) a minus jednotku na (j,«), a tak splnuji 
komutacni relace 


\ e ijt e kl] — &jk e il fijl e ik A ^il e jk &ik e jl ■ (12.40) 

Neni tezke nahlednout, ze tytez komutacni relace budou miti matice E,; y -. 
ktere ziskame jako 

= ^(EjEj — EjEj), (12.41) 

pokud matice E, budou navzajem antikomutovat a ctvercem kazde z nich 
bude jednotkova matice (budou tedy Diracovymi 7 -maticemi pro euklidovsky 
prostor). 

E^p? E ; E; = 2Sij 1 (12.42) 

Takove matice opravdu umime najit; budou napr. tensorovymi souciny [n/2] 
Pauliho matic rozmeru 2x2, tedy maticemi rozmeru 21”/ 2 ! x 2"!% 



Spolecne s Pauliho maticemi budou i tyto jejich tensorove souciny hermi- 
tovske (ve vsech ortonormalnich basich), z cehoz je zrejma i antihermitovost 
E ij. Explicitne lze psat 

E 2 j_i = <8) (1 2 )®([^/ 2 ] 4 >. 

E 2i = (, 2 fH ® a <g> (l 2 )®([«pf^ 

E 2 m+i = (^)® m pro n = 2m+l. 


(12.44) 
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(Zde znaci [x] celou cast x, I 2 jednotkovou matici 2 x 2.) Zaroven vidime, 
ze jsme ziskali, co jsme chteli, protoze pro generatory e t j grupy SO(n) bylo 
nejmensi kladne cislo i, pro ktere 

exp(te*j) = 1 (12.45) 

rovno 27 t; u matic Ey je to 47r (tedy az rotaci o 47r dostaneme jednotkovy 
prvek grupy). 

Pro lepsi nazornost si lze operatory E& predstavit jako kombinace kreac- 
nich b* k a anihilacnich b% operatoru 5 (k = 1,... ,1 pro E>pin(2l — 1) - pak 
prehledneme E 2 /c pro k = 1 - a Spin(2l)) 

Eait-i = (b k + b* k ), E 2k = i(b k -bl). (12.46) 

Lehce zkontrolujete rovnost 


{E„E fc } = 2 S jk . (12.47) 

Operatory E ^ pak prevadeji bosonove stavy na bosonove a fermionove na 
fermionove (bosonovym mimme stav, 6 vznikly pusobenim sudeho poctu ope- 
ratoru na vakuum). U Spin(2l — 1) jsou pak bosonove a fermionove prostory 
ekvivalentni, protoze je lze na sebe prevadet prave tim „prehlednutym“ ope- 
ratorem E 2 ^, ktery komutuje se vsemi E ?? pro {*, j} C {1, 2,... , 2 1 — 1}. a 
tak ma grupa Spin(2l — 1) jen jednu fundamentals representaci o dimensi 
2 1 - 1 . 

Jiste sami najdete detaily o strukturnich zobrazenich, pomoci nichz urcu- 
jeme realnost, komplexnost nebo kvaternionovost representace grupy S>pin(n). 
Jde o antilinearni zobrazeni, ktere napriklad prvku base foj 10) priradi stav 
62 ^ 4 ^ 5 ^ 610 ) (napr. pro n = 12), ve kterem jsou obsazeny prave ty hladiny, 
ktere nebyly obsazeny ve vzoru (vidime, ze v pripade licheho poctu hladin 
- pro E>pin(2l) s lichym l. timto vyrobime fermionovy stav z bosonoveho 
ci naopak, cili nedostaneme strukturni zobrazeni uvnitr napr. bosonoveho 
prostoru, ale jen dukaz, ze bosonovy a fermionovy prostor tvori vzajemne 
komplexne sdruzene representace). (Musite si urcit konsistentne znamenko.) 

5 Tyto operatory splnuji {bj,bl} = Sjk, 0 = {bj,bk} = {6j,6^}, fofe|0) = 0, kde {a,b} = 
ab + ba je antikomutator a |0) je vakuum, zakladni prvek base (vektorum rikaji fysici 
„stavy“), pomoci nehoz vytvarime ostatni pusobenim kreacnich operatoru b\b* 2 10) .... 

6 Operator 7 s vlastnimi cisly +1, —1 pro bosonove resp. fermionove vektory lze ziskat 
jako jakysi soucin (1 — 26J6i)(1 — 26262) ■ ■ ■ (1 — 26*6;) a komutuje tedy se vsemi E ij. Protoze 
urcuje levo/pravotocivost, rika se mu podle reckeho vyrazu pro ruku operator chirality. 
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Operator chirality je soucinem vsech E matic (u licheho n, kde nehraje 
chiralita takovou roli, nebot’ je jen jedna spinorova representace, je konvenci, 
zda vse jeste vynasobime E n+ i); 

7k-|;N2]E|E 2 ... E „ (12.48) 

Mocninu imaginarni jednotky jsme napsali proto, aby bylo 7 hermitovske a 
jeho ctvercem byl jednotkovy operator; aby tedy mel vlastni cisla : 1 . 

12.3 Kompaktm grupy 

V nasledujicichodstavcich vazenym ctenarum naznacime, proc jine kompakt- 
ni proste Lieovy algebry nez ty, o nichz jsme mluvili v Cartaniade, neexistuji. 

V Lieove algebre, prislusne dane kompaktni Lieove grupe G zavedeme 
skalarni soucin, invariantni vuci transformacim grupy. Neni to nic tezkeho, 
vzpomeneme-li si na invariantni integraci, o ktere jsme se jiz zminili . 7 Jako 
kazda hezka vecicka, i ona musi byt nekdy uzitecna. Ten okamzik prichazi. 

Chceme, aby skalarni soucin dvou matic algebry byl invariantni vuci 
transformacim grupy v tzv. pridruzene representaci, coz je representace, 
ktera jakozto prostor splyva s algebrou Lieovou (jeji dimense je tedy rovna 
dimensi grupy; matice z ni znacme A, B...) a prvek grupy G na ni ucinkuje 
podle 

G : A H- G[A] = GAG -1 . (12.49) 

Zkontrolujte, ze (Gi?)[Aj = G[i?[A]j. Invariance znamena pozadavek, aby 
VA, B, VH b(A.B) b(//^J.//[B). (12.50) 

Pomoci invariantni integrace takovy skalarni soucin lze ziskat z libovolneho 
(neinvariantniho) skalarniho soucinu s „ustrednenim pres grupu“ 

b(A, B) = / a(G[A],G[Bl). (12.51) 

■Igc& f 1 ' ■ 

Pfik zjevne plati (prvni „rovna-se“ je opravnene diky invarianci integrace 
vuci substituci GH > G) 

b(/y;*i//;B]) = / G6 GS (ghah -1 g -1 ,ghbh 7 g : ) = 

= IggG s (GAG _ 1 , GBG -1 ) = b(A, B) ' 

7 Integral pouzivame v teto knize ve smyslu vhodne linearni formy na prostoru spojitych 
funkci, obvykle na kompaktmm prostoru; veskerou dalsi informaci o tomto pojmu viz 
v kursech analyzy! 
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Abychom rekli neco konkretniho o zpusobu invariantni integrace: zapiseme-li 
matici R E SU(2) ve tvaru 


R = 


cos 7 exp ia 
— sin 7 exp — i/3 


sin 7 exp i(3 
cos 7 exp — ia 


(12.53) 


kde meze a , /3 ,7 jsou zrejme z integralu nize, lze invariantni integraci napsat 
jako 

r 1 r^/ 2 r 2 ™ r 2w 

/ = —~ / c?7-sin27 / da df3. (12.54) 

4ite§U(2) 47r 2 7o Jo Jo 

Co se tyce jednoznacnosti invariantniho skalarniho soucinu: lze ho vzdy na- 
sobit nejakou konstantou, ale pro proste grupy je jinak urcen jednoznacne. 
Opravdu, kdybychom meli dva skalarni souciny 61 , 62 , mohli bychom vzit 
(take invariantni) kombinaci 


6 = 61 - \b 2 (12.55) 

s nejmensim moznym kladnym A, pri nemz vsechny b(A, A) jsou jeste neza- 
porne, ale uz pro nektere nenulove A jsou nulove. Pak by mnozina takovych 
matic (s nulovou normou) tvorila ideal. 


Maximalm tory 

Dale zvolime torus T C G, to jest maximalm podgrupu isomorfni (Abelove) 
U(l)* (nekdy znacenou jako T*, kde T = M/Z je grupa intervalu ( 0 , 1 ) se 
scitanim „modulo jedna“). Mnohe vety nas ujist’uji o tom, ze prilis nezalezi 
na tom, ktery maximalni torus 8 vybereme. Jeho l nazyvejme rankem dane 
grupy. 

Priklad. V grupe SO(2Z) a §0(2/ + 1 ) lze vybrat maximalni torus 1f? f 
vsech matic t s l bloky na diagonale (i = 1 ,..., Z) 


( cos 2irxi — sin 2irxi 
sin 2irxi cos 2irxi 


(12.56) 


(v pripade §0(2/+ 1) doplnime do praveho dolniho rohu jednotku). Podobne 
v grupe §U(t»f? 1 ) umistime na diagonalu cisla 


exp27ra;j, 


(12.57) 


4nfinitesimalnimu generatoru maximalmho toru se rika Cartanova podalgebi 
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kde J2 x i = 0 (aby byl jednotkovy determinant, neprostou grupou U(Z) se 
zde nazabyvame). Infinitesimalnim generatorem maximalniho torn je prostor 
v nasich prikladech obsahuje matice, ktere maji na diagonale bloky 


(12.58) 


pro pripad SO (u SO(2Z + 1) umistime do praveho dolniho rohu nulu!) a 
nebo cisla 

ixi (12.59) 

v pripade SU(Z - 1). T je podgrupou G a invariantni skalarni soucin z g lze 
zuzit na t. 

Stiefelovy diagramy kreslime do /-rozmerneho prostoru, kde jsou sourad- 

nice .f i. %'t zavedeny v souladu s timto skalarnim soucinem a kolecky 

(resp. ctverecky) jsou vyznaceny prvky Lieovy algebry, jimz odpovida jed¬ 
notkovy prvek T cili i O, to jest tzv. celo£fselna mrizka (lattice, resjotka), 
v nasich prikladech jsou to body, kde jsou vsechna Xi cela. 

(Na obrazku je celociselnou mrizkou dane grupy mnozina vsech kolecek 
resp. ctverecku tech typu, ktere jsou u ni uvedeny. Rank vyznacenych grup 
je 1 nebo 2.) 
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Koreny. Zbyva vysvetlit, co znamenaji ony pfimky na diagramech. Vtip 
je v tom, ze prvky T (znacime je zde t, u ...) pusobi v pridruzene representaci 
0 (algebry cele grupy) tak, ze se g rozpada na direktni soucet 


3 = ®Vi#!Vo, 


(12.60) 


pricemz na prostoru Yo (ktery splyva s t, je-li T opravdu maximalm torus) 
ucinkuji prvky t trivialne 


tv 0 t 1 = v 0 Vv 0 € V 0 (12.61) 

a V* jsou dvojrozmerne prostory (je jich r, coz je z duvodu rovnosti dimensi 
- polovina rozdilu dimense grupy a jejiho ranku, cili bude dokazano, ze tento 
rozdil je sudy) generovane maticemi Mj,Nj, na nichz pusobi t podle 

tMjt -1 = Mj cos 27 v6i — Nj sin27r0j, tN,;t _1 = Mj sin27r0j + N* cos 2ir0i : 

(12.62) 

kde Qi jsou nejake kombinace Xi (napr. x\ —X 2 ), to jest nejake linearni formy 
na t, a nazyvame je koreny (korni, roots) dane grupy. 

Vidime, ze pokud napr. vymemme M* a Nj (nebo treba zmenime zna- 
menko u jedne z nich), bude posledni vysazena formule dale platna, zmenime- 
li znamenko u 0,. Tedy spolu s +0., rikame koren i forme —0 t . 

Jeste vyhodnejsi muze byt komplexifikovat Lieovu algebru 9 (dosud jsme 
ji vzdy povazovali za prostor nad R. prvky byly jen realnymi kombinacemi 
prvku base, kterymi - samozrejme - mohly byti komplexni matice) a docilit 
tak, ze se nam bude transformovat do sebe jen jedna matice Qj = Mj + iNj 
resp. Q' = Mj — *Nj misto dvou Mj, Nj: 

tQjt -1 = exp(27T0j)Qj, tQ't -1 = exp(—27r0j)Q'. (12.63) 

Matice Qj pak proste odpovida korenu 0j a matice Q' korenu —0j. 

Priklady. Grupa §U(/ + 1) (stejne jako U(Z + 1)) ma koreny 6 rs = 
x r — x s , kde r / s E {1,2, ...,/} a jako odpovidajici matici Q,. s si lze 
predstavit matici, ktera ma vsude nuly krome posice (r,s), kde ma cokoli 
nenuloveho. Kazdy muze overit, ze tQ rs t 1 da to, co ma. 

9 Pak jiz nemuzeme povazovat exponencialy prvku algebry za prvky puvodni grupy. Re- 
alnost zrekonstruujeme pozadavkem, aby Q a Q' se kombinovaly jen cQ + cQ's komplexne 
sdruzenymi koeficienty. 
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Podobne grupa §0(2/) ma koreny x r — x s , ale navic ma koreny ±(x r +x s ) 
(r / s) a grupa §0(2/ + 1) ma proti §0(2/) dalsi koreny rtie,. 

Do Stiefelovych diagramu tedy zakreslime navic mnoziny bodu u* (di- 
mense o jednu mens!, nez je rank), v nichz koreny nabyvaji celych hodnot. 
Koreny nabyvaji celych hodnot na celociselne mrizce, kde t = 1. Obecne- 
ji, prunikem soustav rovnobeznych „hyperrovin“ (nadrovin) uj jsou body, 
odpovidajici centru grupy. 

Systemy korenu 

Prenechme specialistum dukazy toho, ze tzv. Weylova grupa, to jest grupa 
vsech vnitrmch automorfismu 10 G fixujlcich zvoleny maximalnl torus, obsa- 
huje pro kazde ? prvek, ktery ponechava system hyperrovin (nadrovin) U, 
na miste. Je-li tomu tak, musi jit o zrcadleni podle roviny kolme na dany 
koren (pomoci invariantniho skalarniho soucinu jsme ztotoznili infinitesimal- 
ni generator toru s jeho dualem) v obycejnem geometrickem smyslu (podle 
invariantniho skalarniho soucinu). Takove zrcadleni musi mnozine vsech ko- 
renu priradit tutez mnozinu. Vyslovme tedy definici. 

Definice. Systemem korenu v euklidovskem prostoru E nazyvame 
konecnou podmnozinu E C E takovou, ze 

• neobsahuje nulovy vektor 

• pro a E S je ca E S prave kdyz c = ±1 

• zrcadleni podle hyperroviny (nadroviny) kolme na kterykoli z korenu 
prevadi S na E 

• pro vsechny dvojice korenu a, /3 je 

{a,P}:=2b(a,P)/b(f3,P) (12.64) 

cele cislo. 

Posledni bod je dusledkem toho, ze zrcadleni korenu a podle roviny kolme 
na (3 ma samozrejme tvar 

w( “ ) = “-^Af A <12 ' 66) 

10 Takovy, ktery se da zapsat jako 

g i-» hgh .- 1 pro nejake h, jejich grupa tvori podgrupu Aut(G), znacenou Int(G). 
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lze vybrat vektor v, na nemz forma f3 nabyva jednotky, zjistime, ze (p$(v)—v 
nalezi celociselne mrizce (protoze ip/j fixuje u^). Z toho dale plyne, ze 

a(v - <y?/ 3 (v)) = ryv^|^.(«)](v) (12.66) 

je cele (uprava vychazi z toho, ze pri skalarnim soucinu je jedno, ktery cinitel 
zrcadhme), coz po dosazeni (/3(v) = 1) dava uvedeny vysledek. 

Bud’ jak bud’, posledni bod ma silny dusledek. 

Veta. Dva koreny a / ±/3 jsou 

• (0) bud’ kolme 

• (1) nebo sviraji uhel 60° nebo 120° a maji stejnou normu 

• (2) nebo sviraji uhel 45° nebo 135° a pomer norem je \f2 

• (3) nebo sviraji uhel 30° nebo 150° a pomer norem je \fZ 


PUKAZ. Ctyrnasobek kvadratu kosinu lihlu koreny sevreny 
4cos2 

b(a, a) ■ b(/3, (3) 


(12.67) 


je mens! (diky nezavislosti a, /3 ostre) nez ctyri. Je to ale soucin dvou celych 
cisel, a tak je jedno nulove (pripad 0) nebo jedno rovne Moznosti pak 
lehce proberete. 


Dynkinovy DIAGRAMY. Nebudeme to dokazovat, ale vsechny koreny 
daneho systemu lze ziskat jako celociselne kombinace (linearne nezavislych) 
prostych korenu. Potom tento system prostych korenu lze bud’ rozdelit na 
sjednoceni disjunktnich a neprazdnych mnozin korenu, kde dvojice z ruz- 
nych podmnozin jsou vzdy kolme, a takove nerozlozitelne systemy prostych 
korenu lze znazornit pomoci Dynkinova diagramu. Proste koreny v nem 
spojime tolika carami, jake je cislo varianty jejich vzajemne polohy podle 
posledni vety. V pripadech (2) a (3) je jeste slusne prikreslit na spojnici 
sipku, namirenou ke kratsimu korenu (jako pri obycejnem porovnavani <). 
Pokud se (2) a (3) v Dynkinove diagramu nevyskytuje, maji vsechny koreny 
stejnou delku a dane algebre rikame jednodu§e Sn^rovana (simply laced). 

Verte nebo neverte, jine systemy prostych korenu, nez ty s nasledujici- 
mi Dynkinovymi diagramy, neexistuji a spolu s tim neexistuji dalsi proste 
kompaktni grupy. 
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(Vsimnete si, ze na obrazku maji nektere Dynkinovy diagramy urcite 
symetrie: permutaci ruznych korenu dostaneme tyz obrazek. Nebudeme to 
rozebirat, ale je to spojeno s existenci vn6j§fch automorfismu dane al- 
gebry (vnejsi je takovy, ktery nelze zapsat jako sdruzeni nejakym prvkem 
grupy g: A 4 gAg -1 ). S vnejsimi automorfismy lze ocekavat symetrie me- 
zi representacemi; u grup s Dynkinovymi diagramy, ktere maji symetrie, 
lze ocekavat vetsi pocet fundamentalnich representaci (E6 napriklad nebo 
SU(Z + 1) pro l > 1 ma dve vzajemne komplexne sdruzene, symetrie pari¬ 
ty, vymeiiujici prave dva koreny Dynkinova diagramu, u Spin(2/) garantuje 
existenci dvou „vzajemne zrcadlove sdruzenych“ spinorovych representaci). 
Grupa Spm(8) ma dokonce symetrii triality: lze u ni permutovat tri koreny 
a je s tim spojena skutecnost, ze dve realne spinorove representace (s dvema 
ruznymi chiralitami) a representace vektorova maji stejnou dimensi 8.) 

Naopak, pro kazdy z uvedenych diagramu lze sestrojit Lieovu algebru a 
z ni take kompaktni grupu. Nekolikrat jsme jiz diskutovali (a budeme) o tom, 
ze §0(3) ma stejnou algebru jako §U(2), ktera ma centrum Z2 (plus mi¬ 
nus jednotkova matice), zatimco §0(3) ma trivialni jednoprvkove centrum. 
Nyni muzeme isomorfnost techto algeber ukazat na shodnosti Dynkinovych 
diagramu. Maximalm centrum (poloproste, neobsahujici U(l) x ...) grupy 
s danou algebrou, ktera lze vytvorit, vystihuje nasledujici tabulka. 


A t 

Bt.Ct.hk 

d 2s 

D 2s +i 

e 6 

Es,F 4 ,G 2 

Zi +1 

z 2 

Z 2 x Z 2 

z& 

Z 3 

{1} 


Tak napriklad, grupa Ai = §U(Z + 1) ma centrum Zi + \. 
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Cviceni. Muzete zkusit dokazat, proc neni mozne ziskat grupy E$ atd., 
proc maji vynate grupy dimensi, kterou jsme uvadeli atd. 

Poradime vam, aby jste si zapsali v nejakych souradnicich proste koreny. 
Napr. 


• A\ ma proste koreny x\ — — £3, .. .x\ — xi + 1, kde pracujeme jen 

s hyperrovinou (nadrovinou), kde J2 x i = 0 

• Bi ma proste koreny mi — m2, ■ ■ ■, .*/ 1 — Xj. Xi 

• Ci ma proste koreny mi — m2, • • •, x i-i — xi, 2 xi 

• Di ma proste koreny x\ — X 2 , • • ■, x i -1 — xi, xt-^ i,j 

12.4 Vahy a mrizky 


VAhy. Koreny byly specialnimi pripady vah. Obecne vahou mame na 
mysli linearni formu na Cartanove podalgebre, nabyvajici celych hodnot na 
celociselne rnrizce. Zajimavejsi jsou ale vahy dane representace V dane 
algebry. Prvky Cartanovy podalgebry navzajem komutuji, a tudiz muzeme 
hledat jejich spolecne vlastni vektory ve V a cisla. Vaha dane (mluvime 
o komplexni) representace je tedy takova forma, ktera priradi prvku Carta¬ 
novy podalgebry jeho vlastni cislo prislusejici nejakemu vlastnimu vektoru 
cele podalgebry. Jestlize tedy pocitame kazdou vahu tolikrat, kolikarozmer- 
ny prostor jejich vlastnich vektoru ji prislusi, bude vah prave tolik, jaka je 
dimense Y. 

Koreny lze tedy chapat jako vahy pridruzene representace; techto vah je 
tedy tolik, kolik je dimense dane algebry, ovsem jen proto, ze pocitame i l 
(rank) nulovych vah (vlastnimi vektory jsou prvky Cartanovy podalgebry), 
ktere obvykle za koreny nepovazujeme. 

Tak napriklad grupa §0(2/) (l je rank) ma v zakladni 2/-rozmerne vek- 
torove representaci 2 1 vah ±e,.. * = 1,2,...,/. 

SamoduAlni mrizky. Kdyz uz jsme dosli tak daleko, muzeme si neco 
rici o vlastnostech mrizek (soustava diskretnich bodu v prostoru M", zpravid- 
la celociselne kombinace zakladnich mrizkovych vektoru), a to z fysikalniho 
pohledu v soucasnosti nejnadejnejsiho kandidata na teorii vseho, heteroticke 
struny. 
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Kvantova teorie bosonove struny funguje pouze v dimensi casoprosto- 
ru 26, kvantova teorie superstruny jen v dimensi 10. Navic vlevojdouci a 
vpravojdouci mody uzavrene struny spolu navzajem komutuji a generatory 
grupy Poincare jsou soucty vlevojdouci a vpravojdouci casti. Lze pak tedy 
vzit levy sektor z bosonove struny a pravy ze superstruny. Prebytecnych 16 
vlevojdoucich bosonovych dimensi lze svinout na torus; aby z bosonovych 
rozmeru zbyla jen vlevojdouci cast, je treba, aby celkova hybnost struny by- 
la rovna celkovemu obtaceni 11 (ztotoznime-li body, ktere se lisi o celociselne 
kombinace mrizkovych vektoru, je mozne, aby pri objizdeni uzavrene stru¬ 
ny jsme popojeli o nejakou takovou kombinaci - to nazyvame obtacenim). 
Aby vubec existovaly nejake stavy s nenulovou celkovou hybnosti ve smeru 
svinutych souradnic (coz je nutne k dobremu chovani interakci), je treba, 
aby dualni mfizka (vsech forem, nabyvajicich celych hodnot na puvodni 
mrizce) mela s puvodni spolecne body (pri ztotozneni puvodniho prostoru 
s dualem). Dokonce je dobre predpokladat, aby splyvaly, to jest aby byla 
mfizka samodualni. Navic se budeme zabyvat jen sudymi samodualnimi 
mrizkami, kde ctverec delky kazdeho jejiho vektoru je sudy. 

Je matematickou pravdou, ze sude samodualni mrizky existuji jen v pro- 
storech o dimensi, ktera je nasobkem osmi. Tak treba v osmi rozmerech 
mame samodualni mrizku Tg vsech celociselnych kombinaci korenu vynate 
grupy E 8 . Temi jsou (i,j = 1, 2,..., 8) 


± e* ± e,, * ^ j, i(zt^te 2 ...±e 8 ), (12.69) 

kde v druhem tvaru korenu bereme jen ty se sudym poctem plusu. (Lehce 
napocitate, ze je jich celkem 112->128 210 prave 248-8, cili dimense minus 
rank.) Formy v nabyvajici celych hodnot na vsech techto korenech jsou pak 
kombinacemi techto korenu (ortonormalni basi e,; ztotoznujeme s basi k ni 
dualni): 

Lehce totiz ukazete, ze souradnice v jsou bud’ vsechny cele nebo vsechny 
polocele. Celociselnost formy v na ?o = (1/2,1/2,... , 1/2) pak rika, ze suma 
souradnic v musi byt suda, a tak je v celociselnou linearni kombinaci clj:; c.j 
(v pripade, ze souradnice v jsou cele), a nebo toto plati pro v — ?o, cimz 
jsme ukazali, ze i v lezi v r 8 , neboli samodualitu r 8 . 

Samozrejme, lze vybrat osm zakladnich mrizkovych vektoru, celociselny- 


l Az na faktor 1/2. 
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mi kombinacemi kterych jsou vsechny ostatni, napr. 

ei - e 2 , e 2 - e 3 , e 3 - e 4 , e 4 - e 5 , e 5 - e 6 , e 6 - e 7 
i(ei+e 2 -ft#gH-e 4 +e 5 +e 6 -e 7 -e 8 ), ±(ei+e 2 +e 3 +e 4 -e 5 -e 6 -e 7 -e 8 ). 

(12.70) 

V sestnacti rozmerech najdeme kartezsky soucin T 8 x T 8 dvou kopii T 8 a 
mrizku r l6 . ktera obsahuje jako podmrizku korenovou mrizku SO(32). Jde 
o vsechny celociselne kombinace vektoru (i,j = 1, 2 ,..., 16) 

±§i±ej, i^j, -(±ei ±e 2 ... ±e 46 ), (12.71) 

kde v druhe sade je sudy pocet plusu. Dukaz samoduality probiha stejne 
jako u r 8 a i zde je mozne vybrat 16 zakladnich mrizkovych vektoru. 

To jsou duvody, proc promyslime teorii heteroticke struny jen s kalibracni 
grupou Spm(32)/Z 2 (odpovidajici mrizce T 4 6) nebo (zajimavejsi) grupou 
E 8 x E 8 (s mrizkou T 8 x T 8 ). 


12.5 Superalgebry a supersymetrie 


Nejprve si rekneme jeste neco o obycejnych algebrach, napriklad o algeb- 
re Poincare. Jde o Lieovu algebru, generujici isometrie casoprostoru vcetne 
posunuti. Za jeji basi lze tedy vybrat J^, tedy generatory Lorentzovy gru- 
py (resp. otoceni) a p^, generatory posunu (znaceni se kryje s oznacenim 
momentu hybnosti a hybnosti, a snad jiz mnozi z vas poznali, ze to neni 
nahoda). 

Komutacni relace budou 


[p^] = 0, [p^, J“0] = i(g^p a -g» a pP), 

= -i{g va Jrf - g'“\V 3 - grf- g v3 P ,a ) 


(12.72) 


g^ je zde metricky tensor. Jacobiho identitu muzete zkontrolovat pfimym 
vypoctem. 

Krome obycejnych algeber se dnes hodne mluvi i o graduovanych al¬ 
gebrach neboli superalgebrach. Ta lze psat jako linearni obal prvku, kte- 
rymi jiz nebudou pouze operatory, ktere jsou zvykle s vetsinou ostatnich 
komutovat, nybrz take grassmannske operatory, ktere spolu typicky navza- 
jem antikomutuji ab = —ba (ovsem s negrassmannskymi typicky komutuji) 
a u nichz je tedy lepsi mluviti o antikomutatoru {a, b} = ab + ba. Jed- 
notnym jazykem, superkomutator neboli graduovany komutator dvou 
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operatoru [a, b] gra d je antikomutatorem, pokud jsou oba grassmannske, jinak 
je komutatorem. 

Chceme-li transformovat objekty prvkem grupy g blizkym jednotkove- 
mu, napiseme tento jako g = 1 + kde dQ l jsou infinitesimalni (ne- 

konecne male) parametry a s base generators Pokud jsou s, grassmannske, 
musi byt grassmannske i d(, l \ predstavme si pod nimi grassmannske „ciselne“ 
parametry, napr. grassmannske operatory, ktere komutuji se vsemi negrass- 
mannskymi a antikomutuji se vsemi grassmannskymi. 

Jestlize fysika pracovala do sedesatych nebo sedmdesatych let jen s algeb- 
rami, pusobenim jejichz transformaci mohly prechazet elektrony do neutrin, 
cervene kvarky do modrych anebo se systemy mohly otacet nebo posouvat, 
v poslednich dvaceti letech promysleji teoretici i tzv. supersymetrie, po- 
moci nichz lze transformovat bosony na fermiony a naopak. Uvadime jako 
priklad supersymetrii na svetelnem kuzeli v desetirozmernem casoprostoru, 
ktera proti algebre Poincare obsahuje navic i grassmannske operatory Q" 
a Q a . Pohled’me tedy zbezne na nektere superkomutatory algebry super- 
Poincare: 

{Q a , Q b } = 2p +5 ab , {Q“, Q''} = 2p 6 " b .. {Q“, Q*} = 

* Q" jiiLQ' 1 --- 

(12.73) 

(Indexy a resp. a jsou osmiznacne spinorove indexy 12 grupy §0(8), 7 jsou 
Diracovy matice, indexy ± odpovidaji kalibraci na svetelnem kuzeli v ± = 
2^ 1 / 2 (t)° ± v 9 ) atd.) Vsimnete si, ze antikomutator dvou supersymetrii je 
umerny posunu. To vsechno ma nazorne vysvetleni, rozsirime-li pojem pro- 
storu na superprostor, ktery krome komutujicich souradnic navic obsahuje i 
antikomutujici, protoze v nem je supersymetrie geometrickou operaci. 

Supersymetrie zajist’uje teoriim zajimave vlastnosti: jeji zacleneni do teo- 
rie strun odstrani z teto teorie tachyony (castice pohybujici se nadsvetelnou 
rychlosti), jelikoz napr. {Q 1 , Q 1 } = 2p _ tj. p _ = Q 1 Q 1 , operator Q 1 je 
hermitovsky a stredni hodnota p~ ve stavu \tp) je tedy nezaporna, ponevadz 
jde o ctverec normy (-0IQ 1 Q 1 1-0) vektoru Q 1 |'*/>). Navic implikuje stejny po- 
cet fermionovych a bosonovych stavu na kazde hladine; kazdy fermion ma 
sveho bosonoveho partnera a naopak (uzivaji se pro ne nazvy jako fotino, 
gluino, gravitino, selektron, skvark). Supersymetrie zarucuje v mno- 

12 Sestnact operatoru Q" , Q 6 se transformuje jako 16-rozmerna realna representace grupy 
§0(9,1) (jiz je §0(8) podgrupou) - totiz jako spinorova representace dane (treba kladne) 
chirality. Pro srovnani - spinorova representace kladne chirality grupy §0(10) je take 
16-rozmerna, ovsem komplexni. 
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ha pripadech vymizem kosmologicke konstanty (hustoty vakua) a zahadou 
naopak zustava, proc je kosmologicka konstanta nulova (nebo podle pozo- 
rovani prinejmensim o 120 radu mensi nez ocekavane nahodne prispevky 
od ruznych poll) i v nasem svete, ktery supersymetricky neni nebo kde je 
supersymetrie narusena. A za zmmku stoji i fakt, ze supersymetrie klade 
omezujici podminky na dimensi casoprostoru. 

Jiz jen poznamenejme, ze podobne, jako obecna teorie relativity pozadu- 
je, aby se parametry Lorentzovy transformace mohly menit od bodu k bodu, 
lze tuto lokalnost pozadovat od supersymetrie a ziskame tak ruzne teorie su- 
pergravitace. 

12.6 Obri vynata grupa 

Cilem teto sekce, v niz sledujeme prilohu 6.A skvele knihy Michaela B. Greena, 
Johna H. Schwarze a Edwarda Wittena Superstring theory , je ukazat expli- 
citni konstrukci obrf grupy (resp. odpovidajici algebry) Eg. Proc ji rikame 
obri? Protoze ma ze vsech prostych vynatych grup nejvetsi dimensi (248) 
a navic (chapeme-li miru symetrie jako pomer dimense a kvadratu ranku, 
aby se klasicke grupy SO(n) asymptoticky touto velicinou bbzily konstante), 
dosahuje rekordni hodnoty 31/8. 

Konstrukci zacneme podalgebrou SO(16), kterou generuje 16-15/2 = 120 
operatoru J t] = —Jji, splnujicich obvykle komutacni relace 

[Jij, Jkl ] = Jil^jk ~ Jjl^ik ~ + Jjk^il-t (12.74) 

a pridame k nim 128 generatoru Q a (celkova dimense tedy bude 120 + 128 = 
248), ktere se transformuji jako spinory SO(16) dane (rekneme kladne) chi¬ 
rality, cimz minime, ze 13 


Jij-Qa (12.75) 

K dokonceni specifikace algebry musime dodefinovat zbyvajici komutator 
[QcnQp] (je to komutator a ne antikomutator, protoze usilujeme o definici 
algebry a nikoli superalgebry). Teorie grupy vsak SO(16) tento komutator 
az na normalisaci urcuje jednoznacne; 


f 'Q a -Q$] = (at})azJij (12.76) 

13 Gamma matice splnujici {70 "fj} = mohou byt pro §0(16) vybrany real- 
ne. Definujeme dale jejich antisymetrisovane souciny y „, 2 = j{{ x ji 2 ■ ■ ■ "fi„) = 

■ ■ ■ lin ±permutace)/n!, operator chirality 7 = 71,2...16 a Oij = "fij /2 = [7i,7j]/4. 
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kladny faktor k. kterym by nam teorie SO(16) dovolila nasobit pravou stra- 
nu, lze absorbovat do y^-nasobneho preskalovani Q n . jejichz normalisaci 
totiz zadna z predchozich for mull neomezovala. Volba k < 0 by vedla k ne- 
kompaktm forme algebry E 8 ( 8 ), zname ze supergravitacnich teorii. Jestlize 
tedy Lieova algebra Eg s rozkladem pridruzene representace 

248 = 120 © 128 (12.77) 

vuci jeji maximalm 14 podgrupe §pm(16) existuje, na jejich komutacnich 
relacich danych prvymi trend vysazenymi rovnicemi neni co stelovat. 

K utvrzeni se, ze formule opravdu definuji Lieovu algebru, je treba ove- 
rit Jacobiho identitu. (Uz jeji splneni nam garantuje existenci matic, ktere 
splnuji tytez relace jako abstraktni operatory J ?) a Q a , tj. existenci repre¬ 
sentace.) Z cvicnych duvodu doporucujeme explicitni kontrolu JJJ identity, 
ktera pouze vyjadruje, ze J tj formuji Lieovu algebru, JJQ identity, ktera za- 
se potvrzuje, ze se Q a opravdu transformuji jako representace §0(16). Ani 
JQQ identita neklade zvlastni pozadavky a jeji platnost je podlozena zvlaste 
tim, ze ojj matice splnuji touz algebru jako J t ] . Opravdu zasadni pripad vola- 
jici po kontrole je identita [[Q a , Qp], Q^] Q 7 ], Qc^[[Q 7 , Q a \, Qp] = 0. 

Rozepsani vede k pozadavku 

Va,(i,y,6 ) a 0 (©.?')7(©.7 )01 (©.7 )n<? - A (©7)7 a (© j )0S = 0, (12.78) 

ij 

kterou mame dokazat pro pripad, ze a, /3,7 jsou indexy jedne chirality. 

Vsimneme si, ze produkt dvou spinoru muze byt rozepsan na kombinaci 
uplneho systemu gamma-matic 7^ pro n = 0... 16, cili nulovost posled- 
ni formule je ekvivalentni nulovosti jejiho zuzeni s (7*, ...k rl ) n B P ro vsech- 
na n a k\...k n . Diky shodne chiralite indexu a,(3 se starame jen o su- 
da n a antisymetrie dokazovane formule v a. j3 nam dava moznost ome- 
zit se na pripad antisymetrickych 15 7coz diky elementarnim vlast- 
nostem gamma-matic znamena n = 2,6,10,14. Ve skutecnosti nam vztah 
7 h...i k = /{^ - k)\ a fakt, ze operator chirality 7 lze vyne- 

chat, ucinkuje-li na spinory kladne chirality, zmensi praci na polovinu. Ze 
nam staci prohlednout jen n = 2 a n = 6 lze spatrit uz na shodnosti poctu 

14 Maximalitou zde nemmime shodnost ranku podgrupy a cele grupy, ale presneji nemoz- 
nost najit vetsi vlastni podgrupu. 

16 Pro n = 0,4,8,12,16 jsou 7 *,, symetricke a tudiz jejich uzem s antisymetrickym 
vyrazem vymizi trivialne. 






174 


KAPITOLA 12. LIEOVA ALGEBRA 


nezavislych clenu v antisymetricke kombinaci Q a a Qs (nalevo) 

128-127 16-15 , 16-15-14-13-12-11 

2-1 2-1 + 6 • 5 • 4 • 3 • 2•1 ( ' ' 

a souctu poctu nezavislych komponent 7i 1 ...i 7l pro n = 2 a n = 6. 

Zuzeni se 16 {a k i) a/3 = -(ct*,)s A da 

— (Tt_|_ O k i<Jij) ■ ± 2{ < ?ijC r kl ,J ij)'y51 (12.80) 

coz se uzitim Diracovych identit anuluje; prvy resp. druhy clen se rovnaji 
±64(cr^;) 7 5. Faktor 64 u druheho clenu vzejde z inventury kladnych a zapor- 
nych prispevku (znamenko podle parity poctu prvku pruniku mnozin indexu 
{i,j} a {M}) 2 • 1/2 + 14 • 13/2 -14-2. Kontrakci s (7j 1 ..i 6 ) a /3 dostaneme 
(prvni clen ted’ jiz neprispeje) 

(12.81) 

coz opet vymizi: klicovou je zde rovnost 45 • 1 + 1 • 15 — 10 • 6 = 0 pri bilanci 
prispevku ±74,..^. 

Pridani spinoru k pridruzene representaci grupy SO(N) vede k nove Lieo- 
ve algebre jen ve trech pripadech: krome N = 16, coz prinasi Eg, se da v upl- 
ne analogii sestrojit 52-rozmerna vynata grupa F4 pridanim 16-rozmerneho 
spinoru k 36-rozmerne pridruzene representaci §0(9). Podobnost je oprav- 
du velkolepa; v 16-rozmerne spinorove representaci §0(9) lze vzit za uplny 
soubor matic matice 7,, ?n pro n = 0,2,4, 6,8 a antisymetrie nam dovoli 
omezit se opet na n = 2 a n = 6. Vzorce zustanou, jen cisla se obmeni; ±8 
misto ±64, osmicku v druhem clenu dostaneme jako 2 ■ 1/2 + 7 ■ 6/2 — 7-2 
a misto 45 + 15 — 60 bude pozrani u n = 6 vypadat 3 ■ 2/2 + 6 • 2/2 -3-6. 

Treti moznosti je pridani osmirozmerneho spinoru k pridruzene represen¬ 
taci §0(8), cimz ziskame grupu §0(9) zpusobem, ktery se lisi §0(8) rotaci 
triality od standardnejsi a jednodussi konstrukce - totiz pridani 8-vektoru 
Ji = Jjg k pridruzene representaci §0(8). 

Nyni bychom radi popsali nektere podgrupy Eg. Jednu maximalni podg- 
rupu - §0(16) - jsme jiz uvedli. Ta obsahuje maximalni podgrupu §0(10) x 
§0(6), vuci niz se jeji pridruzena representace rozpada na pridruzene repre- 
sentace slozek a na produkt vektoru 

120 = ( 45 , 1 ) ® ( 1 , 15 ) ® ( 10 , 6 ). (12.82) 

10 Ekvivalentm jako uzeni s Tr+ znaci stopu v positivne chiralni spinorove 

representaci. 
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Jak se vuci teto podgrupe transformuje spinor §0(16)? Sestnact 7-matic 
7i...i6 5 pomoci nichz definujeme tvar operatoru ve spinorove representaci, 
se rozpadne na prvnich deset 7i...io ? ktere muzeme povazovat za matice 
§0(10), a poslednich sest 711...16, ktere zamestname jako matice §0(6). Spi¬ 
nor §0(16) je tedy alespon v prvnim priblizeni soucinem spinoru §0(10) a 
§0(6). A co s chiralitou? Operator chirality §0(16) 7 = 7172 ... 716 je zjev- 
ne soucinem operatoru chirality §0(10) 7^°) = 7172 ... 710 a podobneho 
u §0(6) 7^) = 711712 ■ • • 716- 


7 = 7(10)7(6) (12.83) 

Tedy spinor Q a positivni chirality grupy §0(16), ktery pri konstrukci Eg 
pridavame k J 13i se rozpada na dva kusy s vlastnimi cisly 7( 10 ) = 7(0) = +1 
resp. 7( 10 ) = 7(0) = —1. Oznacime-li spinory positivni ci negativni chirality 
grupy §0(10) resp. §0(6) jako 16 ci 16 resp. 4 ci 4 (dimense spinorovych 
representaci jsme jiz diskutovali), mame rozklad 128 grupy §0(16) 

128 = (16,4) 0 (16,4), (12.84) 

ktery ve spojeni s rozkladem pridruzene representace vyse udava zpusob 
transformace fundamentalni representace Eg (u teto grupy je to tataz co 
pridruzena) vuci teto podgrupe. 

Nyni mame tu milou povinnost predstavit vam grupu Eg jako podgrupu 
Eg. Jako predehru si uvedomme, ze ve 4 grupy §0(6) jsou generatory her- 
mitovskymi 4x4 maticemi, jejichz bezstopost zabezpecuje prostota grupy 
§0(6); jsou tedy §U(4) generatory - neboli §0(6) je podalgebrou §U(4). 
Postrehnutim shodne dimense 15 u obou docilime presvedceni, ze nemuze 
jiti o vlastni podalgebru: musi jit o isomorfni algebry. 17 Tato cesta nas sou- 
casne poucila, ze fundamentalni 4 a 4 grupy §U(4) se chovaji v §0(6) jako 
spinory kladne resp. zaporne chirality. Naopak, fundamentalni (vektorova) 
representace 6 grupy §0(6) je antisymetrickym tensorem druheho ranku 
grupy §U(4), ktery ma dimensi 4 ■ 3/2 -1 = 6, jak ma byt. (Je jedno, zda 
bereme 4 A 4 nebo 4 A 4; tyto representace jsou ekvivaletni, jelikoz je lze pre- 
pocitavat pomoci antisymetrickeho tensoru Levi-Civitty v a p = e Q , / g 7 5'u 7 ' 5 /2.) 

A tak mluvme misto o podalgebre §0(10) x §0(6) o §0(10) x §U(4). 
Dale, §U(4) ma ocividnou podgrupu §U(3) x U(l). Znacime-li hornimi in- 
dexy U(l) naboje, rozklada se nam 4 grupy §U(4) na l 3 0 3 1 . 6 grupy 

17 To jsme jiz mohli spatrit na shodnych Dynkinovych diagramech SO(6) a SU(4) pote, 
co jsme je zkonstruovali obecne pro SO(n) a SU(n). 
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SU(4) - prave ztotozneny s antisymetrickym soucinem dvou 4 , se transfor- 
muje jako 3 2 © 3 2 a pridruzena representace SU(4), coz je vlastne 4 © 4 — 1 
(—1 znaci odstraneny singlet - stopu) se pod §U(3) x U(l) transformuje jako 
8 " O 3 "^) 3 ' 01 U . kde 8 znamena pridruzenou §U(3). Kombinaci vsech faktu 
dochazime k vysnenemu rozkladu pridruzene representace Eg vuci podgrupe 
§0(10) x SU(3) x U(l): 

248 = (( 45 . 1 ).®' © ( 1 . 1 )° O ( 16 . 1) 3 © ( 16 . 1 ) 3 ) CD 

© (( 16 , 3)- 1 © ( 10 , 3) 2 © ( 1 , 3 )- 4 } © ( 12 . 85 ) 

© (( I 6 , 3) 4 © ( 10 , 3)- 2 © ( 1 , 3 ) 4 ) © ( 1 , 8 )°. 

Zvlastni pozornosti zaslouzi 78 generatoru, ktere jsou SU(3) singlety. Neb 
komutator dvou §U(3) singletu musi byt opet SU(3) singlet, lze usoudit, 
ze techto 78 generatoru tvori uzavrenou podalgebru (tech generatoru, ktere 
s onou §U(3) komutuji, nekdy zvanou centralisator grupy §U(3)); je znama 
jako vynata Lieova algebra E6- Evidentni je maximalni subalgebra §0(10) x 
U(l), vuci niz se pridruzena representace Eg rozklada podle predpisu 

78 = 45° © 16 3 © 16 3 © 1 °. (12.86) 

A co vie, rozklad 248 obsahuje 27 kopii 3 grupy §U(3). Tyto se musi zobrazo- 
vat na sebe pri Eg transformacich , a tak musi mit Eg nejakou 27-rozmernou 
representaci s §0(10) xU(l) rozkladem 

27 16 1 © 10 2 © 1 (12.87) 

Jistotu zvysime overenim, ze 16 • ( — 1) + 10 ■ 24* 1 • (—4) = 0 stopa U(l) 
generatoru v representaci 27 grupy Eg je nula. To je v souhlase s faktem, 
ze stopa kazdeho generatoru nejake proste Lieovy algebry vymizi v kazde 
representaci (onen U(l) generator je jednim ze 78 generatoru Eg). Tim take 
dokazujeme ireducibilitu, jelikoz tato stopa by se neanulovala po vyskrtnuti 
nekterych clenu rozkladu 27 . Komplexne sdruzenou representaci jsou 3 

27 = I 6 1 © 10 2 © l 4 . ( 12 . 88 ) 

Posledni vysazene formule nejsou zjevne vzajemne isomorfni, takze 27 a 27 
jsou komplexni representace, neekvivalentni k nim komplexne sdruzenym. 
Eg je opravdu jedinou vynatou Lieovou algebrou, ktera vubec komplexni 
representace ma. Posbiranim clenu lze dojit k rozkladu 248 grupy Eg vuci 
maximalni podgrupe Eg x §U(3). 

248 = ( 78 , 1 ) © ( 1 , 8 ) © ( 27 , 3 ) © ( 27 . 3 ) 


(12.89) 
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Uzijeme-li maximalm podgrupu SU( 2 ) x U(l) grupy SU(3) a oznacime-li 
hornimi indexy U(l) naboj, mame 

248 = ( 78 , 1 )° © ( 1 , 3 )° © ( 1 , 2 ) 3 © ( 1 , 2 ) 3 ffi 

( 1 , 1 )° © ( 27 , l ) 2 © ( 27 , 2) _1 © ( 27 , l ) -2 © ( 27 , 2 ) 1 . 1 ' j 

Posbiranim SU( 2 ) singletu dostaneme 133-rozmernou pridruzenou represen- 
taci dalsi vynate grupy E 7 , ktera se rozklada pod maximalni podgrupou 
E 6 x U(l) na 

133 = 78 ° ® 1 ° ® 27 2 ffi 27 ~ 2 . (12.91) 

Shromazdenim dubletu (u grupy 8U(2) je representace 2 pseudorealna a tedy 
isomorfni 2 !) ziskame fundamentals 56-rozmernou representaci E 7 s Eg x 
U(l) rozkladem 

56 = 1~ 3 ffi l 3 ffi 27 “ 1 ffi 27 1 , (12.92) 

a muzeme tedy zapsat rozklad 248 grupy Eg pro maximalni podgrupu E 7 x 

SU( 2 ) 

248 = ( 133 , 1 ) ffi (56, 2 ) ffi ( 1 , 3 ). (12.93) 

Krome E 6 , E 7 , Eg zname jeste vynate grupy F 4 a (& 2 - Zminenou §0(9) 
konstrukci grupy F 4 lze vnorit do §0(16) vystavby Eg omezenim se na 
Jij pro i,j = 1...9 a vyberem 16 slozek spinoru ze 128 , ktera se vuci 
§0(9) x §0(7) podgrupe §0(16) rozklada na ( 16 , 8 ), stejne jako 128 7 . 

Zajimavy je centralisator grupy F 4 v Eg. Musi jim byt kombinace 
(spinory Q a sotva donutime komutovat s ostatnimi), a to podgrupa §0(7) 
(aby komutovala s §0(9) podgrupou F 4 ). Navic musi zachovavat nas vyber 
( 16 , 1 ) z ( 16 , 8 ), tj. pujde o podgrupu §0(7) fixujici jeden element osmiroz- 
merne spinorove representace. Teto grupe se rika G 2 a je to soucasne grupa 
symetrii Cayleyovy male nasobilky, jak jsme jiz uvedli v kapitolce o ok- 
tonionech. Tedy Eg obsahuje podgrupu F 4 x G 2 . Mimo jine, trojindexovy 
antisymetricky invariant lze ted’ ziskat z invariantniho spinoru s a jako 

y mno = %s 5 , (12.94) 

kde 7 * = 7 * 7 8 jsou gamma-matice §0(7) upravene tak, aby pusobily uvnitr 
representace, splnujici (7*, 7 ? } = —S l] . 

A ocekavali byste jiny rozpad 248 grupy Eg vuci podgrupe F 4 x (§2 nez 
direktni sumu pridruzenych representaci a produktu fundamentalnich? 

248 = ( 52 , 1 ) ffi ( 26 , 7 ) ffi ( 1 , 14 ). (12.95) 

Pokud jste teto sekci vubec nerozumeli, nesmutnete a radeji si zkontrolujte 
posledni rovnost, znaci-li ffi scitani a zavorky nasobeni. ('v’^) 
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Kapitola 13 

Nilpotence, Jordanuv tvar 


Nasledujici kapitola pojednava opet o „ciste linearne algebraickem“ tematu 
- o nalezeni Jordanova tvaru matice. Jde o jiste vyvrcholeni te casti linearni 
algebry, kde se neuvazuje skalarni soucin. K porozumeni je treba dobreho 
osvojeni zakladu linearni algebry - pojmu dimense, hodnost, vlastni cislo a 
vlastni vektor (a niceho jineho). 

Motto kapitoly. K dane matici A najdete „co nejjednodussi" podobnou 
matici D, tzn. vyjadrete A = CDC -1 , kde D ma nejaky standardni tvar, s nimz 
se dobre pracuje. 

Videli jsme, ze „nejjednodussi“ casto znamena „diagonalni“, a to u zob- 
razeni, ktere ma basi slozenou z vlastnich vektoru. To je vsak z hlediska teto 
kapitoly spise trivialni pripad. Ti, kteri neprikladaji studiu Jordanova tvaru 
velkou pozornost, by si meli nalezt vhodne argumenty: jednim z nejsilnejsich 
je, ze nediagonalisovatelna matice nebo operator je „krehka“ vuci typicke 
perturbaci - zmenime-li byt’ jen o malinko maticove elementy, matice se sta- 
ne diagonalisovatelnou. Je „nekonecne malo pravdepodobne“, ze „nahodne 
vybrany“ operator nebude diagonalisovatelny (dimense mnoziny takovych je 
mens! nez dimense prostoru matic vsech). Mnohe prirozene priklady nedia- 
gonalisovatelnych operatoru nam nicmene nabizi analyza. 

Priklady. Operator derivovani na prostoru polynomu nejvyse n-teho 
stupne 

^-■Vn^Vn (13.1) 
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x 2 x 3 

ma vuci basi 1, x , —, —,..., 

n! 


(13.2) 


/ O 1 o o\ 




matici N = 

o o 1 o 

o o o 1 



(13.3) 


\o o o o) 




d 3 

Podobne operator treti derivace : 

PioH 

>v w 

(13.4) 

ma vzhledem k basi 1, —, —, 
3! 6! 

X 9 X 4 X 7 Z 10 x 2 

9f’2f : 

X 5 a: 8 

’ 5! ’ 8! 

(13.5) 

matici = ( 

' N 4 o o 

o N 4 o 

Y 


(13.6) 


o o N 3 ) 


kde matice N* je matice ixi typu z minuleho prikladu. 

Vsimnete si, ze N" +1 = 0, (N') 4 = 0. 

Ukoly. Najdete co nejjednodussf vyjadrenf maticemi uvedeneho typu pro 
operatory 

1. k-te derivace pro obecne prirozene k 

2. pro libovolny diferencialnf operator s konstantmmi koeficienty, napr. pro 


d 2 d 
dx 2 ~l~ dx 


(13.7) 


3. pro diferencialnf operator s polynomialnfmi koeficienty, napr. (muzete se 
omezit jen na prfpad polynomu nizsfho stupne, nez je stupen derivace, 
pred nfmz stojf) 

X d^ + di' (13 ' 8) 


Definice. Matice N, N' byly typickymi priklady nilpotentnfch ope- 
ratoru. To je takovy operator / : Y —> Y, ze 3n G N takove, ze 


r = fofo...of = Q„ 


( 13 . 9 ) 
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Cislu n (nejmensimu moznemu) fikame stupen operatoru. Podobne stupen 
vektoru v je nejmensi cislo k takove, aby f k (v) = 0. 

Veta. / : ¥ —> ¥ je nilpotentni -O- jeho jedinym vlastnim cislem je nula. 

Dukaz. Implikace doprava je trivialni cast! dukazu: 

Je-li /(v) = Av, pak f k (v) = 0 o A*v = 0 => X k = 0 => A = 0. (13.10) 

Pro netrivialni cast dukazu sestrojime retezec do sebe vnorenych pod¬ 


prostoru 

{0} = Ker°CKer 1 CKer 2 C...CKer fe = Ker * +1 =¥, (13.11) 

kde Ker 1 = (v 6 V|/'(v) = 0} (13.12) 

a Im* = /*(¥) = {w = /*(v) | v E V}. (13.13) 

Z minuleho semestru dobre virnc. ze dim Im' + dim Ker* = dimY. 

Lemma. Nema-li / nenulova vlastni cisla a je-li Ker* = Ker* +1 , tak 
Ker * = V. Z toho pak plyne implikace vety doleva, protoze /* = 0. 

Dukaz lemmatu. Je tody Im* = Im* +1 . To ale znamena, ze zobrazeni 
/: Im*Im i+1 = W (13.14) 

je vzajemne jednoznacne a tedy regularni na Im*. Musi byt Im* = { 0 }, 


jinak by existovalo nenulove vlastni cislo zobrazeni f, coz by byl spor. 

Ke zkoumani struktury retezcu 

{0}CKer 1 CKer 2 C ... a ¥ = Im°D ... Dim= Im fe+1 = {0} (13.15) 
budeme potrebovat jeden novy pojem. 

Definice. O nenulovych vektorech vi,..., v n rekneme, ze jsou neza- 
visle vu£i podprostoru W C ¥, pokud 

^2 VjA* E W =?*■ vsechny A* jsou nulove. (13.16) 

(„Nezavislost bez spojky“ lze ted’ chapat jako nezavislost vuci trivialnimu 
podprostoru, obsahujicimu jen nulovy vektor.) 

Rekneme, ze vi,..., v„ dokonce tvori basi ¥ vu£i W, pokud navic 

£({vi,..., v n } U W) = ¥. (13.17) 

(„Basi bez spojky“ ted’ chapeme opet jako basi vuci podprostoru obsahuji¬ 
cimu jen nulovy vektor.) 
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13.1 Base z retezcu vektoru 

Zakladni vysledek teorie nilpotentmch operatoru shrnuje nasledujici 

VETA. Necht’ / : V —> Y je nilpotentni operator stupne k. Pak existuji 

vektory ..., stupne k , dale vektory . ^K(k\) stu pne 

k — 1, . ..az vektory stupne 1 takove, ze nenulove vektory 

z nasledujici tabulky tvori basi prostoru V. 



(13.18) 


Lemma o ponorovAnl K dukazu zakladni vety o nilpotentmch opera- 
torech budeme potrebovat vedet, ze v libovolne tabulce vektoru, sestavene 
z retezcu vektoru, v nichz sipka od vkw znamena f(v) = w, jsou vsechny 
vektory nezavisle prave tehdy, pokud jsou nezavisle vektory v nejspodnejsim 
radku (jejichz obrazem je nulovy vektor). 

/ v, \ 

I 

v 2 v 4 v 6 

III 

v 3 v 5 v 7 
v 0 0 0 


V 8 

I 

0 J 


(13.19) 


Dukaz lemmatu. Nezavislost spodmch vektoru plyne z nezavislosti vsech 
vektoru trivialne. Naopak, je-li nejaka (netrivialnl) kombinace J2 A* (vsech) 
vektoru nulova, je (dlky teto rovnosti) 




(13.20) 
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nulova i nejaka kombinace vektoru zmensene tabulky, v nichz vynechame 
„nejvrchnejsf“ vektor z kazdeho retezce. Nasobnym opakovanlm tohoto mys- 
lenkoveho kroku (nasobnym zmensovamm skupiny vektoru, z nichz lze vytvo- 
rit nulova netrivialni kombinace) dojdeme k zaveru, ze pak musi byt zavisle 
i nejspodnejsi vektory. 

NAvod k DUKAZU vety. Onu basi lze tedy zkonstruovat tak, ze dbame 
na nezavislost spodnich vektoru, ovsem nesmime take zapomenout zadny 
dlouhy retezec pred tim, nez zacneme stavet kratsi: 

Lemma. Ve vete nahore zvolme vi,...,v ra jako basi Y vuci Ker fc_1 , 
kde Ker fe-1 CKer k = V. Pak pro kazdy vektor v e V stupne k existuji 
koeficienty A 1 ,..., A" takove, ze 

v-^v,A 2 je stupne k — 1. (13.21) 


Dukaz je okamzity (vite-li, o cem jde red). 

Zvolili jsme nejakou basi vi,...,v n prostoru V vuci Ker* -1 . Vektory 
f (vi),..., f(v n ) doplnime dalsimi vektory wj,..., w m E Ker * -1 na basi 
prostoru Ker fc_1 vuci Ker^ -2 . Vektory f 2 (vi),..., f 2 (v„), f(wi),..., f(w m ) 
doplnime ... atd. az do pripadneho doplneni base Ker 1 . 

Muzete, zajiste, postupovat i zdola. Najdete nejakou basi Ker 1 . Ke kaz- 
demu jejimu prvku v } se pokusite najit nejaky vektor u,. aby f (u ( ) = v,. Tim 
ziskate basi Ker 2 (vektory v, a ty vektory u,. ktere lze najit, dohromady). 
... Prodluzujete retezce, az najdete basi celeho V = Ker k . 

Dusledek. V jazyku matic hlavni nilpotentni vetu vyjadrime takto: 

Kazdou ctvercovou nilpotentni matici A (3k A k = 0) lze napsat ve tvaru 

A = CJCT 1 , (13.22) 

kde J ma blokovy tvar (Jordanuv tvar pro nilpotentni matici) 

/ Ji o ... o \ 

o J 2 ... o 

J = . . . (13.23) 

V o ° • Jn ) 
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a bloky maji tvar typu 


/ o 1 o o \ 

o o 1 o 

o o o 1 


V° o o o J 


(13.24) 


Dukaz. Osvetll se to ihned, vyjadrlme-li zobrazenl {x i—> Ax} maticl 
vuci basi sestrojene ve vote a napsane v poradl 

... ,4 fe) ,. ■ ■ (13.25) 

Matice C ma tedy ve sloupclch souradnice vektoru tvorlclch retezee, a to 
tak, ze ten napravo buhky se zobrazl do druheho, ten do tretlho ... az levy 
vektor (dane buhky) se zobrazl do nuloveho vektoru (levy vektor je vlastnl 
vektor prlslusejlcl vlastnlmu clslu nula). 

Duvod, procje C nalevo a C -1 napravo, si lehce vyjasnlte tak, ze je-li u 
sloupec souradnic vektoru v basi retezeu, je Cu sloupcem souradnic v pu- 
vodnl basi a ACu je sloupec souradnic v puvodnl basi vektoru prirazenemu 
vektoru Cu . Z druhe strany, Ju je vektor prirazeny vektoru u (obe vyjadreno 
v basi retezeu) a CJu je jeho vyjadrenl v puvodnl basi. Proto je AC = CJ. 

Urceni tabulky retezcu. Necht’ ma nilpotentm matice A rozmer n x 
n. Spocteme si hodnosti mocnin A 

ho=n, h\ := h(A), h 2 := h( A 2 ), ...h k = 0 (13.26) 

a tvar tabulky (pocet retezeu a jejich delky) spocteme z rovnosti 

n — h\= dimKer 1 (pocet vektoru vespod retezeu) (13.27) 

n — h 2 = dimKer 2 (celkovy pocet vektoru ve 2 radkach dole) atd. 

(13.28) 

Urcovat konkretni vektory lze nahodne. Postupujeme-li shora, zvolime 
nahodne (nezavisle) vektory Vi,..., v n , spocteme f(vj),..., f (v n ) a tyto 
vektory doplnime (nahodne, ovsem pozor: musi lezet v prostoru Ker fc_1 !) 
vektory wi,..., w m (casto bude m = 0 cili zadne doplneni). Takto postupu- 
jeme dale a nakonec obvykle zjistime, ze spodni vektory retezeu jsou linearne 
nezavisle. (Je nekonecne malo pravdepodobne, ze budou zavisle, vybirali-li 
jsme opravdu nahodne. Piseme-li ale souradnice vektoru prilis jednoduche, 
muze se nam stat, ze budou zavisle; pak je treba nektery(-e) z vektoru korigo- 
vat.) Postup je mozno libovolne kombinovat s vyhledavanim retezeu „zdola“. 
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Samozrejme, fakt, ze volba muze byt nahodna a vysledek tedy nejednoznac- 
ny, ztizi zkousejicimu moznosti kontroly, coz byva vyhoda pro zkouseneho. 

V PRAXI TO jde LEPE. Samozrejme, v pripade matic 2x2, 3x3a4x4 
(ktere vam asi zadaji jako ukol) je skala moznosti omezena. Jordanuv tvar 
nilpotentni (nenulove) matice 2x2 musi mit tvar 



(13.29) 



a mezi maticemi 4 x 4 to neni o moc tezsi; krome matic, v nichz oproti dvema 
pripadum z 3 x 3 pridame dolu a vpravo nulovou radku a sloupec, pribudou 
jen 



Priklad. Matice A typu 20 x 20 ma dimense prostoru 

Ker * = {x | A*x = 0} (13.32) 

rovny dimKer 1:2,3 ’ 4 = 7,13,18,20. (Hodnosti mocnin A jsou doplnky do 
dvaceti, tj. 13, 7, 2, 0.) Potom hledana tabulka obsahuje sedm retezcu o del- 
kach 4,4, 3, 3, 3, 2,1. 


( v, v 2 

/v 1 /v 2 Wi w 2 w 3 

/ 2 V 1 / 2 V 2 /wi / W 2 / W 3 XI 

V / 3 V1 / 3 V 2 / 2 wi f 2 w 2 / 2 w 3 /x 1 yi 

Vektory vi, v 2 urcime namatkou, f(vi),f(v 2 ) doplnime nahodnymi vektory 
wi,w 2 ,w 3 z Ker 3 atd. 

Ulohy. 


(13.33) 
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1. Najdete Jordanuv tvar matice z poslednfho pffkladu. 

2. Znate-li strukturu nilpotentnfho operatoru A, najdete strukturu jeho moc- 
nin A 2 , A 3 , atd. 

3. Jsou-li nilpotentnf A, B, musf byt nilpotentnf AB nebo A + B? 

13.2 Jordanuv tvar obecne matice 

Vybaveni dokonalou znalostf struktury nilpotentnfch operatoru, obratfme se 
nyni ke studiu struktury libovolneho operatoru / : Y —> V. 

Definice. Pro element spektra A operatoru / : V —>■ V oznacme 

Ker\ = {v| (/ - Al) + *v = 0}. (13.34) 

Rekneme, ze A je radu k (neplet’me s obvykle odlisnou hodnotou nasobnosti 
A), pokud 

Ker ^CKer 2 C ... CKer * = Ker^ +1 ; (13.35) 

posledni clen oznacme Ker \ a nazveme ho korenovym podprostorem A. 
Potrebujeme nyni pojem direktmho sou^tu prostoru: 

Definice. Rekneme, ze podprostory Vi, Y 2 ,..., V& C V tvori direktni 
rozklad Y, jestlize kazdy vektor v E V lze jednoznacne napsat ve tvaru 

k k 

v = yvi, kde V* E Vj. Zapis: V = ^Vj. (13.36) 


Veta poprve. Plat! 


V= 0 Ker A (13.37) 

A£spektrum / 

a navic /(Ker a) C Ker a, dim Ker a = nasobnost A. 

Dukaz. Necht’ v € KerA, tzn. (f — Al) fc v = 0, kde k je rad A. Chceme 
nejprve overit vztah f(v) E KerA- Plati ale 

(f - Al) fc f(v) = (f - Al) fc+1 v + A(f — Al) fc v = 0. 


(13.38) 
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Nyni pouzijeme DULEZITE LEMMA. ¥ = Im A ©Ker A ; navic /(Ker A ) C 
Ker a, /(Im^) C Im^, kde 

Im{ = {w = (f — Al) J 'v | v E V} (13.39) 

a Imj je posledni clen posloupnosti 

Im^Dlml© ... ©Im^ = Im^ +1 . (13.40) 


Dukaz LEMMATU. Pisme f\ := (/ — Al) (muzeme si klidne predstavo- 
vat, ze X = 0). Je dulezite si uvedomit snad nejpouzivanejsi vztah zimniho 
semestru 

dimlmA + dimKer a = dimV, (13.41) 

a by stacilo dokazat, zelm^n Ker a = {0 }. 

Necht’ v E Im a je nenulovy vektor. Pak v = f*(u) pro vhodne u £ Y. 
Vztah v E Ker a by znamenal, ze f* +J '(u) = 0 pro vhodne 1 < j < k. To 
vsak neni mozne. nebot’ Im \ = Im h x +] = ... = Im a tedy by jiz platilo 
f*(u) = 0, tzn. v = 0. 

Zbyva overit invarianci vuci f; ta je ale zrejma ze vztahu 

f(v) = (f- Al)v + Av (13.42) 

a tak pro v E ImA resp. Ker a je (f — Al)v E ImA resp. Ker a a nasledne 
take f(v) E ImA resp. Ker a- 

PokracovAni dukazu vety. Vsimneme si, ze A jiz nepatri do spektra 
zuzeneho operatoru f : Im a —>■ Im a f§ 

Podle operatoru f : Im a —> Im a opet rozlozime prostor Im a = Im a' + 
Ker a' (zvoUmc dalsi prvek spektra X'), kde Ker a' je korenovy podprostor 
X' a ImA ' = (f ~ X'l) k ImA, kde k' je rad X' (snadno nahledneme, ze rady 
X' jsou stejne pro operator f na V —>■ Y jako na Ker A'^Ker aJ. 

Indukci takto dokoncime (alespoh v situaci konecne dimense jde to vsak 
casto i jindy) dukaz vety. 

Nyni aplikujeme vetu o strukture nilpotentmho operatoru na kazdy / — 
Al : Ker x -4 Ker a- Dostavame tento zaverecny vysledek. 


JORDANOVA VETA PODRUHE. Necht’ / : V -A- V je libovolny operator. 
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Pak existuje base V, v niz ma / matici tvaru 

J* 


kde jednotlive buiiky Jj maji tvar 


u 

° 

• • • J N / 

ji tvar 

/ A 1 

o 

. o \ 

O A 

1 

. o 

o o 

A 

. ° 

o o 

0 

••• 1 

V ° ° 

° 

. A / 


(13.44) 


(cisla A jsou ze spektra /). Konkretneji, kazda matice A lze zapsat pomoci 
podobne matice J vyse uvedenych vlastnosti jako 


(13.43) 


A = CJCT 1 , (13.45) 

kde matice C ma ve sloupcich vlastni vektory v ((f — Al)v = 0) resp. vektory 
z retezcu ((f — Al)v =vektor vlevo od v). 


Motivujici a ZATEMNUJICI poznAmky. Jednou z nejobecnejsich ma- 
tematickych disciplin je teorie kategorii, jejimz cilem je porovnavani for- 
malismu jednotlivych matematickych disciplin a hledani jejich spolecnych 
rysu. Aniz bychom se napriklad jakkoli pokouseli formalisovat podobnost 
napr. mezi teorii konecnych mnozin a zobrazeni na nich na jedne a LA na 
druhe strane, zkusime na intuitivni urovni vyjadrit podobnou ideu, jaka se 
pouziva pri konstrukci Jordanova tvaru, pri znazorneni struktury zobrazeni 
na mnozine: znazornovani prvku mnoziny jako bodu a zobrazeni jako sipek 
jsme jiz pouzivali u studia permutaci (kdy jsme kreslili cykly permutace). 
Obecne zobrazeni lze znazornit obrazkem, v nemz lze vybarvit cerne „na- 
vratne“ body y zobrazeni, tj. takove, pro nez Vn 3x E X f n (x) = y, a hraji 
roli Im^. V konkretnim obrazku lze podminku Vn nahradit podminkou jen 
„pro n=3“ apod. Ty ostatni, odpovidajici Ker^, ponechame bile. 

Nas nynejsi rozklad je opet invariantni vuci pusobeni zobrazeni /, alespon 
v tom smyslu, ze bod prirazeny cernemu bodu je opet cerny. 
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Podrobnejsi komentAr k Jordanove vete. Prechod od formulace 
vety 1 k formulaci vety 2 (od direktniho rozkladu k blokove matici) je n m oz- 
nen nasledujicim obecnym tvrzenim, ktere sice potrebujeme pro direktni 
rozklad na libovolny pocet scitancu, ale pro pohodli zformulujeme pouze 
takto: 

Tvrzeni. Bud'V = N©R (alternativni znaceni pro Ker a Im) a f(N) C 

N, /(K) C R. Necht’ y'\ .v„ tvori basi Nawi,..., w m tvori basi R. Necht’ 

A je matice / : N a B matice / : R —»■ R. Pak matice / : V —>■ Y ma 
vuci basi V|..... v„. w i..... w m blokovou matici 

(13.46) 

Dukaz si kazdy, kdo jiz ovladl pojem base a vyjadrovani zobrazeni matici 
(a neceka, ze uplne kazdou formulaci za neho udela nekdo jiny) muze pro¬ 
vest sam. Ti, kterijsou schopni i samostatneho vyberu indexu (...), mohou 
dokazat i (potrebne) zobecneni pro V = ® A 

Nyni podrobneji okomentujeme pocet a delku ruznych bloku v Jordanove 
matici ve vete 2. Bloky odpovidajici danemu vlastnimu cislu davaji vlastne 
(po odecteni Al) Jordanuv tvar nilpotentniho operatoru 

(/ - Al) : Ker Ker A . (13.47) 

Drive, nez ukoncime diskusi nalezeni Jordanova tvaru obecne matice, 
jeste doplnujici poznamky k nilpotentnim operatorum. 

Priklad. Mejme nilpotentni operator F na R 11 zadany v nejake basi 
(vynechavejme sipky) {a, b, c, d, e, /, g, h, i, j, k} vztahy (sipka od t k u zna- 
mena F(t) = u ) 

k-Ah-k g-FAf 0, f -ke,d^ 6, a>#& -A 0,i ^k 0,j 6. 

(13.48) 

Je jasne, ze hledanou tabulkou retezcu z vety o strukture muze byt napr. 

ft -> S -> 0,* 0 J~g^ 0,d-A e -A 0, 

/ d > 0. a >b > 0. <: a > 0. 1 j 



K obecnym diagramum s netrivialnimi smyckami se jeste za chvili vratime. 
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Problem. Necht’ F je nilpotentm operator. Charakterisujte vsechny ope¬ 
rator^ ktere komutujf s F. Najdete dale podmmku na F, aby fakt komutovanf 
F a G implikoval, ze G je polynom od F: 

G=J2a k F k (13.50) 

k =o 


(Reseni b) se da rici „operator F ma jediny retezec“.) 

Diskuse delek a poctu jednotlivych Jordanovych bunek pro obecnou ma- 
tici: navod pro prakticke pocitani lze shrnout do dvou kroku, z nichz vam 
rekneme jenom tri. 

1. Najdeme spektrum dane matice A (pripadne daneho operatoru, neni-li 
tento jiz primo zadan matici A v nejake „prirozene“ basi). 

PqznAmka. „Najit spektrum“ je universalni rada pro temer vse¬ 
chny situace LA, kdy nas v souvislosti se zadanou ctvercovou matici 
nenapada nic vhodnejsiho. Jasny kandidat pro „radu c. 1“ v „Helpu“ 
(FI) jakehokoliv predstavitelneho software, ktery by mel za cil pro- 
cvicit znalosti LA. V analyze by podobna universalni rada mohla znit 
„nenapada-li vas nic rozumnejsiho, derivujte“. 

2. Najdeme dimense prostoru 

KeriCKer|C...CKer$ = Ker A (13.51) 

neboli hodnosti matic (A — Al), (A — Al) 2 , ... 

3. Najdeme korenovy podprostor Ker A a v nem podrobne prostudujeme 
jiz probranymi metodami nilpotentm operator 

(A — Al) : Ker A -> Ker A . (13.52) 


Pozor. „Nejvyssi vektory retezcu“ volime sice zase treba „namat- 
kou“, ALE SAMOZREJME V PROSTORU Ker\ (nikoliv snad ve V). 

Priklad. Na R 10 mejme operator F zadany opet sipkami 


(13.53) 
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1. Spektrum sestava z hodnot (overte! Nakreslete si cykly daneho zobrazenl 
a nakouknete do uvodu kapitoly o Penroseove pokrytl) 

— 1, 0,1, £, e 2 , e 3 , e 4 , kde e = exp(2ni/5). (13.54) 

2. Jelikoz je zrejme 

(9-c) -4 (f~d) -+0,{i-k) ^0, (13.55) 

je nasobnost vlastnlho cisla 0 alespon tri. Vets! ovsem byti nemuze, 
protoze mame jeste sest dalslch vlastnich clsel, z nichz jednotka je 
alespon dvojnasobna (protoze jsou dva cykly) 

F(i + j) = i -f y. F(a ■ b ■ c ■ d ■ e) = a + 6 + c + c? (13.56) 

a plat 11 1 + 1 + 1 + 1 -h 2 . 4 -U = 10 (soucet nasobnost!). 

3. Najdeme jeste zbyvajlcl vlastnl vektory 

(F ■ l)(i j) =0 vlastnl clslo —1 
(F - e K )(a + e K b + e 2K c + e 3K d + e iK e) = 0 K = 1, 2 , 3,4 
vektory oznacme v £ k , vlastnl cisla e K 

(13.57) 


ZAver. Vuci basi 

(/ — d)i {9 — c )i ( ?_ k). ( i+j), (i—j), {a+b+c+d+e)iV £ ,v E 2 1 v E 3 1 v £ 4 (13.58) 
ma nase zobrazenl F matici 

J = diag^° ,0,l,-l,l,e,e 2 ,e 3 ,e 4 j . (13.59) 

(Symbol „diag“ vytvarl blokovou diagonalnl matici s uvedenymi prvky na 
diagonale, jinde jsou nuly.) 


PoznAmka. V tomto konkretnlm prlpade se mnohym nebude zdat Jor- 
danuv tvar jednodussl nez matice vuci basi < 7 , /, e, a, b, c, d, k, j, i: 

( + i 


+1 J 


(13.60) 


Jednodussl je, ale presto poucenl, ze byva uzitecne zkoumat i jine „kanonic- 
ke“ tvary matice, je spravne. 
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Cyklicky vektor 

Mejme linearni operator / : Y —> V (ne nutne nilpotentni). Zkoumejme 
vektor v E V a retezec 


v.f(v).f 2 (v).f*(v) (13.61) 

maximalm mozne delky, pri niz jsou vektory z rady jeste nezavisle. Muze se 
nam stat, ze takto sestrojime celou basi V (pro jakypak nilpotentni operator 
to nastane?) a takove basi rikame cyklicka base prostoru (vzhledem k /) a 
/ ma vuci basi 


v,f(v),...,f fc (v) matici Q = 

/o o ■ 

1 O . 

o 1 ■ 

■ o a 0 \ 

■ O qy 

■ o a 2 


\o o ■ 

• 1 a k J 


kde P +1 (v) = aov + aif(v) + ... + a^P(v). (Chcete-li mit jednicky nad 
diagonalou, jak jsme zvykli, napiste poradi prvku base pozpatku.) 

Diskusi pojmu cyklicky vektor je treba chapat jako alternativni moz- 
nost (paralelne rozvijenou) k pojmu Jordanovy bunky. Srovnejme vyjadreni 


A = CJC 1 versus A = DQD \ 


kde J je Jordanova bunka 


/ A 1 o o \ 

O A 1 O 

o o A 1 

V o o o x) 


(13.63) 


(13.64) 


• U Jordanova tvaru se velmi snadno pocita J n , exp J a tedy i exp A, a 
bez namaceni. (Zopakujte.) 

• U vyjadreni v cyklicke basi netreba znat spektrum A, a proto ho do- 
porucuji bezne kursy diferencialnich rovnic (tradicne pro prevadeni 
soustavy diferencialnich rovnic prveho radu na jednu rovnici vyssiho 
radu). Cyklicky vektor — nastroj skutecnych sampionu. 
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Misto Jordanovych bloku bychom tedy mohli vyjadrovat operator mati- 
ci slozenou z nilpotentnich bloku a z bloku prave popsanych. Tento zpusob 
kanonickeho rozkladu se tedy take leckdy pouziva (napr. pri prevadeni sou- 
stavy diferencialnich rovnic na jednu rovnici vyssiho radu) a volba mezi nim 
a Jordanovym tvarem je nekdy zalezitosti vkusu. 

CVICENI. 

1. Spoctete charakteristickou rovnici 

0 = det(Q — Al). (13.65) 

PoznAmka. Pro pripad operatoru derivovani se tato rovnice na- 

zyva charakteristickou rovnici rovnice 

y (fc+1) = UkV^'T ■■■ + a 0 y. (13.66) 

2. Charakterisujte prfpady, kdy vyjadrenf „Q“ existuje! (V reci Jordanova 
tvaru: kolik bunek prlslusejldch danemu elementu spektra musf existovat 
apod.) Plat! totiz 

VETA. ((j) Cyklicky vektor operatoru existuje (tzn. existuje ve vhod- 
ne basi vyjadreni pomoci matice, majici nenulove prvky jen tesne nad 
diagonalou a v levem sloupci) prave tehdy, kdyz pro kazdy prvek spekt¬ 
ra existuje prav6 jedna Jordanova bunka. 

PoznAmka. Poznamenali jsme jiz, ze o nalezeni cyklickeho vekto- 
ru je fee vzdy, prevadime-li soustavu linearnich diferencialnich rovnic 
prveho radu na jednu linearni diferencialni rovnici vyssiho radu. Preve- 
deni tedy neni mozne zcela vzdycky (jak by se dalo pri absenci pojmu 
Jordanova tvaru v mnohych kursech diferencialnich rovnic mylne vy- 
vozovat). ('v’) 

13.3 Polynomy a funkce matic 

Z funkei matic lze ciste linearne algebraickymi prostredky zkoumat exponen- 
cialu, ale i polynomy. Misto rozvijeni systematictejsi teorie A-matic tak, 
jak to delaji cetne knihy o LA, zde uvedeme jeden vyrazny vysledek. 

Hamilton-Cayleyova VETA. Necht’ p je charakteristicky polynom ma¬ 
tice A resp. operatoru / (zopakujte pojem determinantu operatoru!): 

p(\) = det(A — Al) resp. p(\) = det(/ — Ai). 


(13.67) 
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POTOM PLATl p( A) = 0 resp. p(f) = 6. (13.68) 

Dukaz. Vyjdeme z direktmho rozkladu (viz obecnou Jordanovu vetu) 
V = 0Ker v (13.69) 

Vime, ze p( A) = f]* (^* — A) n S kde ni = dimKer je nasobnost 
Necht’ veV. Pisme v = J2 v*, kde v, ( G Ker . Jenomze 

(A - A*l)"% = 0 (proc?) (13.70) 

fA p(A)vj = 0 jelikoz p{ A) = JJ(A+ — A) n ‘ (13.71) 

i >■ p{ A )v 0 Vv p(A) 0. (13.72) 


Pro nilpotentni operatory nam veta nic prekvapiveho nenabizi. Objasnete. 
Overte dale, ze za n* staci dosadit delku nejdelsiho retezce prislusejicimu danemu 
vlastmmu cfslu. 

POUZITI. Hamilton-Cayleyovu vetu muzeme pouzit napriklad k vypoctu 
mocnin matice. Chtejme treba spocitat prvnich deset mocnin matice A 

( 4 “ 5 7 \ 

A = 1 -4 9 (13.73) 

0 5 ) 

Charakteristicky mnohoclen A je p( A) = A 3 f 5A 2 — 17A + 13 

a proto A 3 = 5A 2 - 17A + 13 a A 4 = 5A 3 - 17A%: 13A. (13.74) 

Do druheho vztahu lze dosadit A 3 z prveho 1 a staci tedy spocitat druhou 
mocninu matice A a pak jen scitat. 

Presto nezapomente na standardni zpusob vypoctu pomoci podobne dia¬ 
gonals matice: 

A C f o 2 + 3* o ] C 1 (13.75) 

\o ° 2 - 3 *; 

a tak kuprikladu 

A 10 ® = C [ o (2 + 3*) 10 ® o ] C 1 

Vo o (2-3*) 10 ®; 

1 Pricitame-li k matici cislo, minirne tim toto cislo vynasobene jednotkovou mi 


(13.76) 
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Soustavy diferencialmch rovnic 


Vrat’me se k reseni soustavy linearnich diferencialmch rovnic s konstantnimi 
koeficienty typu 

x 1 = a\x l + ... + a\x n 


x n = a^x 1 + ... + a™x n , 


(13.77) 


kratce x = Ax, x = x(f) E R n . Jak jsme se jiz zminili, reseni lze hledat ve 
tvaru 


x(f) = exp(fA)c, c E R n . (13.78) 


PoznAmka. Ukazeme, ze kazde reseni ma tento tvar, pomoci Bana- 
chovy v6ty o kontrakci. Rovnici x = Ax zapiseme ekvivalentne ve tvaru 
rovnice integralni 

x(t) = x(f 0 ) + / A i(s)ds. (13.79) 

Jto 

Na prostoru vsech vektorovych funkci y() s hodnotami v R ra uvazujme li- 
nearni operator 

y() •-> ^(y(D- kde ;|?(y)](*) =y(*0 )+/ Ay(s)ds. (13.80) 

Jto 


CviCENl z ANALYZY. Zaved’te na tomto prostoru co nejjednodussi metri- 
ku (cimz se stane metrickym), aby F bylo kontrakci, uvazujeme-li funkce na 
nejakem malem intervalu (fo,fi). 

Potom muzeme hledat reseni rovnice x = Ax jako pevny bod zobrazeni 
F metodou iteraci. Budeme pocitat y n () jako F(y„_ 1 ()) a zacneme s funkci 


y 0 = c, ceR". (13.81) 

Iterovanim nam vyjde 

y 1 (t) = c+ [ Acds = (1 + (t — to)A)c, (13.82) 

Jt 0 

v dalsim kroku 

y 2 (t) = c + [ Ayi(s) ds = (1 + (t - t 0 )A + —— ^ A )c 

Jt 0 J- 


2 ! 


(13.83) 
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a obecne matematickou indukci 




■sr^ {t tp) k A k g 
k\ 


Zrejme tedy hledany „fixpoint“ ma tvar 


y (t) = (exp {t - t 0 ) A)c. 


(13.84) 


(13.85) 


Spocteme exponenciAlu. K doresem soustavy rovnic nam jiz staci 
umet pocitat exponencialu matice. Vyjadrime matici A v Jordanove tvaru 

i A = C • i J • C _1 (13.86) 


a jak jsme jiz dokazovali, 

exp(iA) = C • exp(iJ) • CT 1 . (13.87) 

Potrebujeme nyni spocitat exponencialu i-nasobku matice v Jordanove tva¬ 
ru. Ta se ale sklada z bloku a exponencialu spocteme tak, ze exponencialy 
jednotlivych bloku vypocteme samostatne a slozime je opet do blokove ma¬ 
tice. 

Posledni, co musime umet, je tedy vypocet exponencialy i-nasobku Jor- 
danova bloku, napr. 


f At t o \ 

expB, B = o A t t . (13.88) 

V ° o A t) 

Ovsem B = Ail + iN (kde N je matice s jednotkami nad diagonalou), a 
jelikoz Ail jako kazdy ciselny nasobek jednotkove matice komutuje se vsemi 
maticemi, uzijeme vztahu 

XY = YX =>• exp(X + Y) = exp X • exp Y (13.89) 

(mohli bychom se bez toho obejit, ale nebylo by to ekonomicke) a exponen¬ 
cialu bloku jiz lze psat jako 


exp B = ex 


k=0 K - 


(13.90) 
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Priklad exponencialy exp tN 


/ o t o o \ 


( 1 t t 2 /2 t 3 / 6 \ 

o o t o 

o o o t 

V o o o o } 


O 1 t t 2 /2 

o o 1 t 

V ° o o 1 / 


Novym rysem reseni ve srovnani s diagonalisovatelnou A bude fakt, ze sou- 
radnice jiz nebudou vzdy kombinacemi exp (At), ale budou moci byt i kom- 
binacemi t k exp (At). 

Funkce Jordanovy bunky. Nejen exponencialu t-nasobku lze dobre 
spocitat pro Jordanovy buiiky. Obecnou funkei f{x) nilpotentni bunky (kte- 
rou dosadime za x) spocteme podle Taylorova predpisu (pro nazornost jen 
pro matici 4x4) 

/ O 1 O O \ / /(0) /'(0) /"(0)/2! /'"(0)/3! \ 

f ° ° 1 ° __ ° /(0) /'(0) f"( 0)/2! 

} o o o 1 o o /(0) /'(0) ■ 

\o o O o) \ O o o /(0) j 

Zkontrolujte, ze pro polynomy (stacf mocniny) a exponencialu nam dava tento 
vztah zname predpisy. 

Priklad NA Jordanuv tvar. Resme homogenni soustavu linearnich 
diferencialmch rovnic 

x 1 = -2x 1 +x 2 + 2x 3 

i 2 = - x i + 2x 3 (13.93) 

x 3 = -2x 1 + 3x 3 . 

Vime jiz, ze obecne reseni ma tvar 

x(t) = (exptA)c, (13.94) 

kde x, c G R 3 . Jde o to urcit (exptA)c. 

Najdeme Jordanuv tvar A: spocteme vlastni cisla (proved’te podrobneji) 
1,1, —1. Mame 


-3 1 2 \ 

I 12. (A - l) 2 
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( -1 1 2 \ 

(A + 1) = -112. 

Vlastni vektor prislusejiri — 1 je (overte) 



Z tvaru matic vidime 

dimKer \ = 1 , dim Ker ^ = 2 , dimKer 


1 


(13.96) 


(13.97) 


(13.98) 


a V = Ker 2 © Ker Li- 

V prostoru Ker 2 (vsech vektoru se stejnymi prvnimi dvema souradnice- 
mi, jelikoz (A — l ) 2 ma vzajemne opacne prvni dva sloupce a nulovy treti) 
vybereme treba vektor 


w = 



(13.99) 


Pak je w' = (A - l)w = (-2, -2, -2) T G Ker {. 


ZAver. 

(exptA)v = e _ *v 

(expiA)w' = e t \v' (13.100) 

(expiA)w = expt(A — 1 + l)w = e*(w + tw') 

Libovolne reseni je linearni kombinaci zminenych 

x(t) = e _t crv + e t ((3w' + 7 W + 7 iw'), (13.101) 

kde a,/3 ,7 jsou libovolne konstanty (lze je urcit, jsou-li zadany okrajove 
podminky). 


Metoda variace konstant a specialm prave strany 

Soustavu n diferencialnich rovnic prvniho radu (lze modifikovat i pro rovnice 
vyssiho radu, viz Kopackova skripta) s nenulovou pravou stranou, napsanou 
v maticovem tvaru 

x — Ax = f(t), x(t), i(t) G l n 


(13.102) 
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lze resit metodou variace konstant: Hledejme reseni ve tvaru 

x(t) = exp(tA)c(t), (13.103) 

kde c je vhodna vektorova funkce. Dosazenim do (13.102) mame 

c(t) = exp(— tA)i(t), tedy c(t) = [ exp(—sA)f(s)ds + c(0). (13.104) 

Jo 

Tento integral lze snadno spocitat v pripade, kdy f (t) ma tvar 

f(t) = e xt p{t)l, feff, (13.105) 

kde A je komplexni cislo a p je polynom. (To zahrnuje i pripad pravych stran 
typu e At cos ( u)t + a) ■ p(t ), kde A, u;, a jsou realne. Vyjasnete.) 

Rozlozme pocatecni podminku f do Jordanovy base matice A. Predpo- 
kladejme tedy uz rovnou, ze f je prvkem takoveto base, to znamena, ze 

(A — nl) k t = 0 , (13.106) 

kde p je vhodne vlastni cislo matice A a A; je prirozene cislo. 

Predpokladejme nejprve, ze p / A. Pak, oznacime-li fj := (A — pl)Jf, 

k 

cxp(—tA)f(i') = exp(—t(A - pl))e^~^ L p(t)f = e^~^ l p(t) J](-l) j fj 

:i 0 

(13.107) 

a primitivni funkci k soucinu polynomu a exponencialy jiz jiste umite spoci¬ 
tat metodou per partes. 

Pravidlo pro zapamatovAni. Pokud A / p, tak reseni k prave strane 
typu e^pft )f je sumou vyrazu tvaru e A *g(t) f m , kde stupen q je stejny jako 
stupen p a m < k. 

CviCENl. Modifikujte pro pripad, ze A = p. 

Na zaver jeste uved’me kratkou obecnou informaci na tema 
Invariantni PODPROSTORY operAtoru. Tak nazyvame podprostor W 
prostoru Y, ktere dany operator / : V —>■ V prenasi do sebe, tzn. /(W) C W. 
Videli jsme jiz nekolik zajimavych prikladu invariantnich podprostoru (do- 
konce invariantnich rozkladu) pri diskusi trojrozmernych isometrii, pri kon- 
strukci Penroseova pokryti, nedavno pri dukazu obecne Jordanovy vety a 
jinde. Plati nasledujici jednoduche 
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LEMMA. Pro kazde n < dim Y existuje invariantni podprostor operatoru 
/ : V —>■ V, ktery ma dimensi n. 

Cviceni. Dokazte to (treba jako dusledek invariantnfho rozkladu na kore- 
nove podprostory s pouzitim vety o strukture nilpotentniho operatoru; existujf 
vsak i jine dukazy). 

PoznAmka. Pojem invariantniho podprostoru je dulezity i v nekonecne 
dimensi, kde ovsem situace takto jednoducha neni a byly sestrojeny pri- 
klady (snad ponekud patologicke) operatoru nemajicich zadny netrivialni 
invariantni podprostor. 

Dulezity je nasledujici Dusledek. Kazdy operator lze ve vhodne basi 
vyjadrit trojuhelnikovou matici. (Podivejte se na poznamku na strane 75.) 
Pro jiste tridy operatoru na prostorech se skalarnim soucinem plati dokonce 
silnejsi vysledek, tzv. veta o spektralnim rozkladu. 

Dukaz. Staci sestrojit basi Vi, v 2 ,... v n takovou, aby linearni obal kaz¬ 
de A;-tice vektoru v 1? ..., v& byl invariantnim podprostorem /. 

Neplette laskavg tuto vgtu s faktem, ze matici lze vzdy prevest 
na trojuhelnikovy tvar pomoci ekvivalentnich radkovych uprav. 

Tento dusledek jeste pouzijeme pozdeji. 

Zakonceme tuto kapitolu dvema kontrolnimi ulohami: 

Cviceni. Jaky je Jordanuv tvar exponencialy matice A? 

(Obdobny jako u A, ale s exponencialou puvodnich hodnot na diagonale; 
staci overit pro jednu bunku.) 

Cviceni. Na nejakem prostoru polynomu konecne dimense mejme dife- 
rencialni operator (treba druheho radu pro konkretnost) s polynomialnimi 
koeficienty. Jaky muze byt jeho Jordanuv tvar? (Zde maximalni mozny po- 
cet bunek pro jeden kazdy prvek spektra zavisi na tom, jake je minimum z 
cisel (nezapornych, je-li operator rozumne definovan!) tvaru 

n minus stupen polynomu, ktery je koeficientem u n-te derivace, (13.108) 

pricemz nabude-li se toto minimum vicekrat, je diskuse jeste jemnejsi. Objas- 
nete a uved’te priklady treba s odkazem na nize uvedenou sekci Ortogonalni 
polynomy; specialne charakterisujte operatory, jejichz Jordanuv tvar je dia- 
gonalni.) 




Kapitola 14 

Positivni matice 


Zamenme se nyni na zkoumani (realnych) matic s nezapornymi prvky (igfe > 
0). Takove matice vznikaji v nejruznejsich aplikacich (teorie pravdepodob- 
nosti, biologie, fysika, ekonomie); a l j maji vyznam korelace mezi j-tym vstu- 
pem a i-tyrn vystupem a jejich nezapornost byva dana kontextem ulohy. 

Z hlediska ciste algebraickeho vypada asi otazka „zkoumejme matice s 
nezapornymi prvky“ neprilis zajimave - mnozina techto matic netvori prilis 
vyraznou algebraickou strukturu. Na druhe strane lze rici leccos zajimaveho 
o strukture samotnych positivnich matic. Vetsina prislusnych vysledku byla 
nejprve ziskana v souvislosti s aplikacemi, hlavne v teorii pravdepodobnosti. 
Zajemci o teorii pravdepodobnosti naleznou v teto kapitole zjednodusene 
formulace nekterych zakladnich tvrzeni napr. z teorie Markovskych proce- 
su, ale i nekonecne delitelnych pravdepodobnostnich rozlozeni, Brownova 
pohybu,... Cela tato kapitola by po expansi mohla byt jakymsi zakuklenym 
uvodem do teorie pravdepodobnosti... 

Priklad 1, model EPIDEMIE. Zkoumejme prubeh nemoci s konstantni 
„intensitou nakazlivosti“ v idealni populaci, kde x z ,x n ,x l ,x d oznacuje pro- 
cento zdravych, nemocnych, imunnich a mrtvych jedincu populace (jejich 
soucet je jedna) a matice 



s jednotkovymi soucty ve vsech sloupcich - to lze vyjadrit rovnosti 

(1,1,1,1)P = (1,1,1,1) (14.2) 
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oznacuje pravdepodobnost zmeny stavu daneho jedince do pristiho dne (na- 
pr. p l n je pravdepodobnost, ze dnes nemocny clovek bude zitra imunni; tri- 
vialita praveho sloupce souvisi s tim, ze mrtvi jedinci to jiz maji spoctene). 
Je-li pocatecm stav populace dan vektorem x, za n dm bude dan vektorem 
P”x; pri volbe konstanty 1 v pravem dolnim rohu ovsem bude prubeh nemoci 
fat aim. 

Priklad 2. vekovA struktura obyvatelstva. Necht’ z n , n = 0,1 
az 120 oznacuje pocet zen veku ( n,n + 1) v populaci. Ve stabilisovane trzni 
spolecnosti uvazujme veliciny p n+1 n , pravdepodobnost prezitl o jeden rok a 
p° n , pravdepodobnost narozenl dcerky n-lete matce. 

Vekova struktura zenske populace v roce N je potom dana vektorem 
P^z(rok 0). 

Cviceni. Naleznete podmlnky na veliciny p n+1 n a p° n , pri nichz populace 
expanduje resp. vymfra. 

Matice z obou prikladu byly positivnf (mely nezaporne prvky) a matice 
z prveho prikladu byla navic stochasticka, mela jednotkovou sumu v kaz- 
dem sloupci. 

Misto „positivni“ bychom meli presneji rikat „nezaporna“. V aplikacich 
se vsak nejcasteji setkavame se situaci, kdy bud’ jiz primo prvky zkoumane 
matice jsou vsechny ostre vetsi nez nula nebo toto alespon plati pro dosta- 
tecne velkou mocnimu dane matice (a tudiz se system nerozpada na nekolik 
„vzajemne nekomunikujicich“ casti). To budeme mlcky predpokladat i my 
v dalsim zkoumani, kteremu vsak pro kontrast predesleme jednoduche 

CVICENI. Nezaporna matice A je nilpotentni prave tehdy kdyz neexistuji 
cykly libovolne delky n\,... ,nk = n\ takove, ze a nurH+1 / 0. 

(Je vubec treba predpokladat nezapornost matice ???) Pro positivni ma¬ 
tice (ve smyslu predchozi poznamky) plati nasledujici dulezite tvrzeni. 


14.1 Perron-Frobeniova veta 


Necht’ A je positivni matice. Oznacme symbolem 


P( A) = 


max 

ACspektrum 


|A| 


(14.3) 


spektralni polom^r A. 

Pak p( A) = A pro nejake vlastni kladne cislo A. Navic, toto „nejvetsi 
vlastni cislo“ je jednoduche. Dale, pro libovolnou pocatecm volbu kladneho 
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vektoru x plati 

(A/A)"x = c x v + zbytek, (14.4) 

kde c x je konstanta zavisici na x, vektor v je vlastni vektor prislusici A (tato 
veta implikuje, ze je jen jeden!) a zbytek ma rad q n : kde q je podil druheho 
nejvetsiho cisla ku A. 

Je-li navic A stochasticka, je A = 1. Vektor v potom nazveme stacio- 
narnirn stavem a je c x = xl ■ 

PqznAmka. Je tedy 

A" +1 x « AA n x, A”x At const v. (14.5) 

Tyto dva vztahy nam davaji navod k pribliznemu vypoctu A = p{ A) a v. 
CviCENl. Pokuste se samostatne dokazat nektera z uvedenych fakt. 
NAvod k dukazu Perron-Frobeniovy vety. (|j) 

• Dukaz staci provest v pnpade, ze p( A) = 1, protoze vezmeme-li matici 
B = (p(A)) 'A. plati p(B) = 1. 

• Necht’ tedy p( A) = 1. Necht’ je dale Av = v, predpokladejme, ze ne 
vsechny slozky v 1 maji stejne znamenko. Pisme pak v = v + — v _ , kde 
v +,t = max (n*, 0). Vzhledem k positivnosti prvku A jsou vektory Av + 
a Av - take positivni. Zavedme vektor w 

w i = min[(Av+) i , (Av )V (14.6) 

a pak lze spatrit, ze vektory z + a z~ v nasledujicich rozpisech jsou 
opet nenegativni. 


Av + =w + z + , Av =w-^;^. (14-7) 

Pak je A(v + + v~) = 2w + z + + z~, na druhe strane vsak je A(v " , r 
v _ ) = Av + 2Av _ , a tak v = z + — z _ , ale protoze kazda souradnice 
je nulova u alespon jednoho vektoru ze z + a z~, musl byt v 1 * 1 = z±. 
Meli bychom pak A(z + + z~) = z + + z~ + 2w > (1 + p)( z + + z~) pro 
vhodne p > 0, coz je mozne pouze v trivialmm prlpade v = 0. (Jinak 
by pak muselo existovat vlastni cislo vetsi nez jedna.) 
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• Obdobny argument se da provest v obecnejslm a uzitecnejslm prlpade, 
kdy misto kladnosti vsech prvku A predpokladame jen jejich nezapor- 
nost a kladnost prvku vhodne mocniny A k . 

• Necht’ Av = v, Aw = w. Argumenty podobnymi jako v druhem bode 
ukazete jednoznacnost vlastnlho vektoru, tedy vztah 

v = aw. (14.8) 

• Tedy existuje jediny retezec prlslusejlcl vlastnlmu clslu jedna. Navlc je 
to vsak retezec jednoclenny, protoze kdyby 3z, ze 

(A — l)z = v, (A — l)v = 0, (14.9) 

platilo by take (roznasobte) 

A n z = (A — 1 + l)"z = z + nv, (14.10) 

coz vsak neni mozne, protoze posloupnost A"z ma vsechny slozky ome- 
zene (dokazte!), zatlmco {z + nv} je neomezena (pro nenulove v). 

PoznAmka o pribliznem vypoctu spektrAlniho polomeru. 

Uvedene vztahy 

A" +1 x = AA n x, A"x = const v, (14.11) 

kde Av = Av, |A| = p{ A), lze zobecnit pro libovolnou matici (i pro prl- 
pad, kdy p( A) = |A| s komplexnim A); tam vsak musime pracovat s dvema 
pribliznymi rovnostmi misto jedne). 

Formulujte toto zobecnenf a (ovladate-li jiz dobre teorii Jordanova tvaru) 
dokazte prfslusna tvrzenf. 

CviCENl. Pohyb bludistem. Mejme dvojrozmerne konecne bludiste tzn. 
system pokoju s dvermi (nektere z nich vedou ven) takovy, ze v kazdem 
pokoji mame zadano rozdeleni pravdepodobnosti, udavajici s jakou stred- 
m cetnostl budeme jednotlivymi dvermi z daneho pokoje vystupovat popr. 
zda zustaneme sedet na miste. (Napriklad predpoklad rovnocennosti vsech 
viditelnych dveri tzn. totalni desorientace putujiciho.) Predpokladejme ze 
kterekoliv dvere funguji oboustranne tzn. pouzivaji li se, tak obema smery 
- i kdyz nikoliv nutne se stejnou cetnostl. (Takovyto predpoklad neexisten- 
ce past! lze definovat i obecneji, zformulujte.) Potom nahodny (nezemdleny, 
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tudlz stale se pohybujlcl ovsem) poutnlk „casem urcite vyleze z bludiste“. 
Matematisujte (rozmer matice je dan poctem pokoju plus jedna, zkouma- 
nym vektorem je pravdepodobnost pobytu v ruznych pokojlch v danem case 
uplynulem od vchodu do bludiste zvolenymi dvermi), vyreste a pripadne i 
odhadnete strednl cas straveny pobytem v bludisti pro nejaky konkretni la- 
byrint. (Chcete-li ovsem podrobnejsl odhady druheho nejvetslho vlastniho 
cisla atp., da to dost prace.) 


O nalezeni „nejvetsiho“ vlastniho vektoru 

Nasledujlci dve vety vznikly puvodne v teorii Markovskych procesu a jsou 
nyni znamy jako podmmka tzv. detailni rovnovahy v knihach o nerovnovazne 
statisticke fysice. Tyto vety dobre ilustrujl osud nekterych matematickych 
tvrzeni, ktera postupne vznikla odpozorovanim zakonitosti v jistych special- 
nlch situadch, aby po patricnem zobecnenl a zjednodusenl nabyla vzhledu 
maleho cviceni ze sblrky uloh linearni algebry. 


Veta. Je-li stochasticka matice A symetricka, je vektor 


/ 1 \ 
1 

v i y 


(14.12) 


jejim vlastnim vektorem prislusnym nejvetsimu vlastnimu cislu 1. 

Tato a nasledujlci veta nachazejl dulezite aplikace v nerovnovazne statis¬ 
ticke fysice. Uvedomme si naprlklad, ze pri zkoumanl systemu o 10 23 castic 
(z nichz kazda nabyva treba jen dvou ruznych stavu - jako spin nahoru ne- 
bo dolu - takto nejak vypada treba tzv. Isinguv model statisticke fysiky) 
pracujeme s konfiguracnim prostorem o 2 10 prvclch (kvantove s linearnlm 
prostorem teto dimense). Marne tedy co do cinenl s maticemi ponekud vel- 
keho rozmeru... 

Nasledujlci vetu lze chapat take (pro nezajemce o statistickou fysiku) jako 
cviceni na temata uzitl Perron-Frobeniovy vety, vlastnlch vektoru, hodnosti,.. 


Veta. Oznaclme-li symbolem p spektralnl polomer positivnl matice A 
(tj. nejvetsl vlastni clslo), tak plat! 


(p : Ap —> DITD', n oo, 


(14.13) 
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kde D, D' jsou vhodne positivni diagonalni matice a II oznacuje matici, jejiz 
vsechny (i nediagonalni) prvky jsou 1. Navic plati 


y] = 1 (m je rozmer matice A) 
i =1 

a prislusny vlastni vektor k p je tvaru 


v = 



(14.14) 


(14.15) 


Je-li A symetricka, tak D = D' a J]™ 1 (c?*J 2 = 1 a pro stochastickou A 
dostavame vztah 

d!\ = —, kde d = 'S~' d\, tzn. A"'-^ ^-DII. (14.16) 

a r—| a 

Konecne pro symetrickou stochastickou A mame rovnost d l i = 1 / y/m, tzn. 
predchozi vetu. 

Necht’ A je stochasticka matice takova, ze existuje diagonalni matice Q 
takova, ze matice AQ je symetricka. Potom reseni Au = u je tvaru 


u = const Q 

V 1 J 


(14.17) 


Dukaz. Prvni cast si zkuste dokazat sami s pouzitim Perron-Frobeniovy 
vety. Druha cast plyne z prve tak to: 

AQ je symetricka AQ = QA T , z cehoz 1 A" Q = Q(A T )' n . a tak je 
symetricka i A n Q. 

S pouzitim prve casti mame (diky stochasticnosti A) A" —> PII s diago- 
nalni P s jednotkovou stopou a (diky symetrii A n Q) A n Q —> DIID, tedy 
D = Q = P, u = A n u PIIu = const Q(l, 1,... , 1) T . 

1 Ukazte si napr. indukci: AAQ = AQA T = QA T A T atd. 
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Grupy positivmch matic 

Zacneme nasledujicim cvicenim. 

Cviceni. Charakterisujte matice A takove, ze exp(fA) je positivni resp. 
stochasticka matice pro vsechny realne hodnoty parametru t. 

Odpqved. Jde o matice, jejichz vsechny prvky mimo diagonalu jsou 
nezaporne resp. navic suma prvku v kazdem sloupci je rovna nule! Abychom 
toto nahledli, staci se podivat na pripad, kdy t —>■ 0. 

Zajimame-li se specialne o tzv. konvolucni matice (viz odstavec duali- 
ta grup; jde o matice komutujici s matici „posunu“ v cyklicke grupe = 
{0, l,2...,n — 1}, tedy presneji receno v linearnim „formalnim“ obalu teto 
grupy), mame tuto odpoved’: infinitesimalnim generatorem takoveto konvo¬ 
lucni grupy je opet nejaka konvoluce, jejiz jadro je kladne pricteme-li k nemu 
vhodny nasobek „Diracovy delta funkce v nule“! Pro stochasticke konvolucni 
grupy je navic suma jednotlivych hodnot jadra nulova. 

Toto je jakousi jednoduchou analogii tvrzeni o tvaru tzv. „nekonecne de- 
litelnych pravdepodobnostnich rozlozeni“ z teorie pravdepodobnosti, kde se 
zhruba receno dokazuje, ze takovato pravdepodobnostni rozlozeni jsou bud’ 
gaussovska nebo Poissonovska - ci jakasi „mixaz“ techto dvou. Prohledneme- 
li si konvolucni jadro sestrojene jiz v zimnim semestru pri diskusi Vander- 
mondovy matice (pri diskusi nahrady vyssich derivaci diferencemi), vidime, 
ze nemuze byt kladne (ani po pricteni vhodne hodnoty v bode nula) pro deri- 
vace vyssiho radu nez dve. Takze nas moc neprekvapi, ze diferencni (resp. 
diferencialni pri prechodu ke spojitemu pripadu) operatory radu vyssiho nez 
dve se pri studiu grup positivmch matic nebudou vyskytovat jakozto genera- 
tory. To, jak diferencni operatory radu nejvyse dva vedou k Poissonovskym 
ci - ve vhodne pojate limite - dokonce ke gaussovskym miram, jsme jiz 
trochu nahledli v kapitole exponenciala matice. Presne formulace takovych- 
to tvrzeni samozrejme vyzaduji detailnejsi analyzu, viz monografie z teorie 
pravdepodobnosti. 

14.2 Feynmanuv integral 

Idea „integralu pfes v§echny trajektorie“ vznikla nejprve v pracich 
N.Wienera (1920^-30) budujicich teorii Brownova pohybu. Jde o zkoumani 
pologrupy (exp(tA) 1 1 > 0}, kde A je Laplaceuv operator v M, M 2 apod. 
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V tomto pripade byla vybudovana matematicky rigorosni analogie uvah, 
ktere budeme provadet v teto sekci. 

Podobnou ideu rozvinul heuristicky Richard Phillips Feynman pote, co 
ho do reje fysiky opet vtahl problem, proc ma tenky talir rotujici a houpa- 
jici se ve vzduchu pomer frekvenci techto dvou pohybu prave 1 : 2, a ziskal 
tak alternativni formulaci kvantove mechaniky, ktera je dnes velmi popu- 
larni. Jeho konstrukce analogii vztahu, jez uvedeme za chvili, pro operator 
(iA + U) dosud nenasla matematicky precisni tvar (vyjma pripadu disku- 
tovaneho nize v odstavci Feynmanuv integral a exp. matice). Za poslednich 
40 let bylo ucineno nekolik pokusu „zaradit tento pojem pine do matemati- 
ky“. Vyslo i nekolik prehlednych clanku, dokonce i knih majicich ambiciozni 
nazvy jako „matematicky rigorozni teorie Feynmanova integralu"; jeste vice 
matematiku si na predmetu asi vylamalo zuby (ktere nastesti nekdy narostly 
znovu) a dost bylo asi take tech, kteri si na cas mysleli (koneckoncu i jeden 
z autoru techto skript pred mnoha lety...), ze se s problemem vyrovnali 
tim, ze dokazali, ze Feynmanuv integral „neexistuje“. On skutecne existu- 
je jako „integral“ ci „mira“ (ve smyslu mat. teorie miry) prakticky pouze 
pro grupy konecnych matic (viz nize) resp. nekonecnych positivnich matic, 
jak specialists dobre vedi. (Vsak je na nem take zalozena rozsahla cast sou- 
dobe teorie pravdepodobnosti a teorie potencialu). Konkretne, Feynmanuv 
integral vybudovany pro rovnici vedeni tepla je matematicky zcela v porad- 
ku na rozdil od rovnice Schrodingerovy. Rozdil je dan kladnosti prislusneho 
,jadra“ exp(— x 2 ) v kontrastu s komplexnim jadrem exp(«a; 2 ) pro rovnici 
Schrodingerovu. Rozdil v matematickych potizich v techto dvou zdanlive 
analogickych situacich je tak propastny, ze vedl po dobu nekolika desetileti 
matematicke i teoreticke fysiky (viz poznamku na tema vztahu techto dvou 
- ponekud odlisnych - zpusobu nazirani fysiky na konci teto kapitoly) ke 
konstruovani „euklidovskych variant", jakychsi analogii skutecne fysiky za- 
lozenych, zjednodusene receno, na nahrade cisla i cislem — 1 v exponenciale, 
tzn. na nahrade Schrodingerovy rovnice rovnici vedeni tepla. (Tak postupuji 
i fysici, prodluzuji-li analyticky problem do „imaginarniho casu“ resp. do 
„euklidovskeho casoprostoru", kde dostanou vysledky, ktere prevedou opet 
do realneho casu.) 

Zda se vsak, ze pristupovat k problemu Feynmanova integralu jenom 
z matematickych posic neni rozumne. Lepsi je asi objekt intensivne (neri- 
gorozne, co se da delat...) zkoumat (coz se treba v teorii elementarnich 
castic vydatne deje; tarn i v jinych oblastech soucasne fysiky jsou Feynma- 
novy integraly skutecnym pilirem teorie) a tim vyjasnit jeho pozadovane 
vlastnosti pred tim, nez se ho nasilne pokusime vmestnat do existujicich 
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matematickych struktur (at’ uz to je teorie miry ci cokoliv jineho), z nichz 
zadna nemusi byt adekvatni. Pokud je metoda skutecne uzitecna, tak se asi 
nekdy vhodny matematicky formalismus objevi - podobne, jako se casern 
objevil pro popis delta funkce, operatoroveho kalkulu apod. (Uz to ale trva 
v pripade Feynmanova integralu dost dlouho... zda se vsak, ze vhodny for¬ 
malismus je nyni do znacne miry pripraven v soucasnem pojmovem aparatu 
tzv. clusterovych rozvoju matematicke statisticke fysiky.) A nyni tedy blize 
k veci: 

Feynmanova interpretace kvantove fysiky se da zjednodusene vylozit tak- 
to: pri beznem prechodu od teorie klasicke k teorii kvantove nahradime ve- 
liciny klasicke teorie nejakymi operatory, vydedukujeme jejich komutatory 
atd. a ziskame vzorec pro hamiltonian, podle nehoz se v case meni stavovy 
vektor (Schrodingerovo pojeti) nebo operatory (Heisenbergovo pojeti). 

Skutecnost, ze castice uz nema presnou trajektorii (resp. v teorii pole ze 
pole nema presne hodnoty ve vsech mistech prostoru a ve vsech casech), lze 
spolu s Feynmanem vylozit tak, ze vsechny myslitelne trajektorie prispivaji 
k amplitude pravd^podobnosti (coz je komplexni cislo takove, ze ctve- 
rec jeho absolutni hodnoty nam dava pravdepodobnost nebo jeji hustotu) 
cinitelem 

jO 

exp(—), (14.18) 

kde S je ucinek (casovy integral z lagranzianu) a h je Planckova konstanta. 
Skutecnost, ze limitnim pripadem kvantove teorie je klasicky pohyb po kon- 
kretni trajektorii, ted’ vysvetlime tak, ze v tomto pripade se faze S/h rychle 
meni a prispevky (komplexni jednotky) se s velkou presnosti rusi s vyjim- 
kou trajektorii v blizkosti klasicke, ktera splnuje SS = 0, a proto prispiva 
nejvetsim dilem. 

Feynman vtipne aplikoval sve integraly na kvantovou teorii pole; integ- 
roval tedy pres vsechny mozne hodnoty pole a ziskal pravidla pro vypocet 
elementu S-matice 2 (z niz se daji spocitat ucinne prurezy ruznych rozptylo- 
vych procesu). Amplitudy (elementy S-matice) se ziskaji sumaci pres ruzne 
Feynmanovy diagramy. To jsou ty obrazky, kde napr. jeden ze dvou vstu- 
pujicich elektronu „vysle“ virtualni foton, ktery druhy z nich „pohlti“, a tim 
modelujeme interakci mezi elektrony (k amplitude prispivaji i slozitejsi pro- 
cesy, kde se napr. virtualni foton zmeni na moment na elektron-positronovy 
par). 

Navic, Feynmanovy diagramy jdou pozmenit na pripad, kdy elementarni 
2 Pismeno „S“ pochazi od nemeckeho „Streung“ nebo anglickeho „scattering“. 
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stavebni objekty nejsou bodove castice, ale struny tak, ze ziskaji tvar spoju- 
jicich se a rozpojujicich „trubek“ (napr. „kalhot“), a lze ziskavat i amplitu- 
dy pro teorie stringu. Jestlize u „bodovych“ diagramu jiz diagramy s jednim 
rozdelenim fotonu na elektron-positronovy par (diagram polarisace vakua) 
davaly nekonecny prispevek, ze ktereho se ziskava konecna hodnota urcitou 
regularisaci (prirazovanim konecnych hodnot divergujicim integralum), ne- 
ktere (super)stringove teorie vychazeji zcela konecne. 

V prubehu let se objevily i jine zpusoby (nez jsou integraly po trajek- 
toriich), jak odvodit Feynmanovy diagramy (napr. Freemana Dysona), ale 
„path-integraly“ zustavaji nejoblibenejsimi. 

Podivame se nyni na nejjednodussi priklady. 

Nasobeni mnoha matic alias Feynmanuv integral 

(b) Soucin II matic rozmeru n x n A, B,..., Z ma, jak znamo, elementy 

n *'-5= a ?ap a bJ c ■ ■ ■ ■ ■ Z V j', (14.19) 

(a,b,-,y) 

kde suma je pres vsechny trajektorie, cili usporadane petadvacetice indexu 

Exponenciala matice a Feynmanuv integral 

fjfjj) Pouzijeme vztah 

expiA = (exp ^) N = lim (1 + ^) JV . (14.20) 

JSI 0Mim Al 

V dalsim si predstavujme interval (0, t) rozdelen na N stejnych dilu delicimi 
body t m = mt/N, m, = 0,1, ... , N. 

Trajektorif nazveme libovolnou posloupnost 3 

V = (?/(0), y(l), • • • , y{N)) s hodnotami v {1,2,... ,n}, (14.21) 

kde nxnje rozmer matice A. 

Je-li x E R” vektor, muzeme vektor z := (exptA)x napsat jako limitu 
vyrazu tvaru (v dalsim piseme indexy matice neodsazeny tesne nad sebou, 
z estetickych duvodu; horni index ma byt vice vlevo) 

z = (l + ^) n 5z a tedy (14.22) 

3 Pod y(m) mimme totez, co y{t m ). 
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4»“ E nc^f® ,) *‘ (0) - (14.23) 

y:y(N)-j i=Q 

Pisme A ve tvaru A = U +A s diagonalni matici U a s matici A s nulovymi 
diagonalnimi prvky. Pak je 

II 1 (i + f u + |f a >»w i, = < 14 - 24 > 

= n d+n < i+ !f a >«* < i4 - 2s > 

coz je priblizne (v limite N —>■ oo presne) rovno, s oznacenim U(y) = U, y 

«*»(! E fK»W)')(|)‘ II A ” <i+1) »«). (14.26) 

V i'-y(i+l)=y{i) ) i:y{i+ l)^f§t| 

kde s je pocet „skoku“ ( y(i + 1) / y(i)) trajektorie y (koncici v bode j). 
Uhrnem (vztah je presny pro N —>■ oo, pak s N) 

z j = Y P (V ) ex P (f* U(y(u))du^j x y W ; (**) (14.27) 

kde vaha P(y) („Feynmanova mira“ pres y, y(t) = j) je dana vyrazem 

4> «=(^)‘n A " w “ f »)- ( i4 - 28 > 

Vyraz (**) nazyvame Feynmanovym integralem funkce 

y exp [ U(y(u))du ■ x y ^ (14.29) 

Jo 

podel vahy P. 

S pouzitim pojmu miry (viz kursy analyzy) lze vzorci (**) dat zcela 
presny smysl pro jakoukoli matici A i pro N —> oo. (Da to ovsem jistou 
praci. Pro znalce: P ma charakter Poissonova pole na prostoru po castech 
konstantnich trajektorii.) 

CviCENl. Vyjasnete (**) pro pripad operatoru 

(Af) n = ’ -U(n)f". 


(14.30) 
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Formule (**), casto nazyvana Feynman-Kacova, dava reseni pocatecni 
uloby 

z = Az, z(0) = x E R". (14.31) 

Okrajovou ulohou (termin z teorie diferencialmch rovnic) rozumime nale- 
zeni reseni z = Az za podminky, ze hodnota nekterych slozek z je predepsana 
pro kazdy cas t (pripadne jen pro nektere easy). 

Priklad pro A = A: na mnzee 6x6 bodu mohou tvorit hranicnl body 
dvacet okrajovych indexu. 

Hledame-li reseni na intervalu t E (to : oc). pak obvykle zadavame take 
pocatecni podminku z(to). (Je-li z k v danem case t zadano jako okrajova 
podminka, tak platnost vztahu z = Az suspendujeme (doCasng ru§ime) po 
dobu platnosti okrajove podminky pro z k .) 

Pro kazdou trajektorii oznacme symbolem r posledni okamzik t, pro niz 
je y(t) z mnoziny, kde je predepsana okrajova hodnota v danem case t. Potom 
misto (**) mame formuli ( y je usek trajektorie od r k t) 

'$ = 'Ey P(y ) exp (£ U(y(u))du) + (* * *) 

+ Ey:r=t 0 P (v) ex P (/to U (?/('«) )^«) 

• F ’®=(/) 1 (14.33) 

PqznAmka. Formuli (***) lze dale zobecnit, definujeme-li operaci y 
(useknuti trajektorie od to do r) pro libovolnou velicinu r definovanou ne- 
jen jako „okamzik posledniho pobytu trajektorie" v nejake zadane mnozine, 
ktera se muze menit s casern, ale obecneji jako „okamzik prvniho objeveni 
se urcite udalosti formulovane pouze v terminech dalsi budouenosti trajek¬ 
torie". Takoveto veliciny se nazyvaji hitting time nebo stopping time 
(coz ma smysl, pokud se divame na trajektorii smerem do minulosti). 

CviCENl. Dokazte (***) i v pripade, ze r je libovolny hitting time. (Vyuzijte 
multiplikativity exp = exp f t T g exp f* a P(y) = P(y)P(y), kde y resp. y je 
usek y do resp. po casu r.) 

Jednodussi priklad s ideou Feynmanova integrAlu. 

Hledejme funkei / na oblasti OCR 2 , splnujici rovnici 


A/ = 0, 


(14.34) 
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kde A = d 2 /dx 2 + d 2 /dy 2 je (dvourozmerny) laplacian, ktera navic splnuje 
okrajovou podminku / = g na hranici 30 dane oblasti. Interpretujme ukol 
treba jako hledani stacionarniho rozlozeni teploty v aute (nepredpokladame 
ovsem proudeni vzduchu, predstavte si treba auto naplnenem piskem) pri 
zadane teplote ruznych mist na karoserii. 

Problem diskretisujeme (a snad nediskreditujeme): misto O C M 2 vezme- 
me konecnou podmnozinu 0 mrize Z 2 ; nektere body prohlasime za hranicni 
(SJ2) a predepiseme na nich okrajovou podminku g. (Tento predpis se ne- 
bude v uvazovanem nejjednodussim pripade s casern menit.) Misto bezne 
diskret isovane verse laplacianu 

(A ff = ^(/ i+Sl + f*-*'. + / i+g2 + - 4 n (14.35) 

pracujme s operatorem prumeru pres sousedy P = 1 + A (posledni clen A 
mu chybi; (P/) h pro hranicni body definujme jako konstantu g h ) a chceme 
tedy vyresit rovnici Pi = f pri podmince / = g na dfl, tzn. najit vlastni 
vektor prislusejici nejvetsimu vlastnimu cislu jedna stochasticke matice P; 
tato interpretace nas vsak uz nyni tolik nezajima. 

Dosazujme do prave strany definice P 

(Pff = + .r (U r / i+§2 + z™) (14.36) 

za / vyraz Pf (maji se rovnat), nazorne receno „nechme teplo sten pusobit 
na auto, dokud nedojde k rovnovaze“, az narazime na dLl. (To znamena, / h 
pro h G 30 uz nerozepisujme, ale nahrad’ne okrajovou podminkou g h .) 

Ziskame vztah (pripomenme, ze r oznacuje okamzik dosazeni steny) 

f = (14-37) 

kde sumace je pres vsechny „nahodne prochazky“ po Z 2 , startujici v x a 
koncici okamzikem dosazeni 30. 

Rikate „tolik prace a zadny vysledek“? Nemate zas tak pravdu. Alespon 
je ze vzorce videt, ze vice ovliviiuji „teplotu v bode x“ trajektorie kratke (a 
tedy take body blizke), z cehoz plyne pouceni, ze kdyz se chceme ohrat, je 
lepsi byti k topeni blize nez dale. 

Co vice, uverime-li, ze dostatecne jemna mrizka je dobrou aproximaci 
kontinua, pochopime, proc plati veta, ze hodnota funkce / ve stredu koule, 
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uvnitr ktere ma / nulovy laplacian, je rovna ustrednem pres povrch. 

m ^L= r midS] - <14,38> 

Z integralu po trajektoricich je zrejme, ze /(0) je kombinaci (vazenym pru- 
merem) hodnot / na povrchu a cit pro symetrii nam napovi, ze pro pripad 
stredu koule budou vsechny body povrchu vystupovat se stejnou vahou. 
(V analyze se tvrzeni dokazuje ve v£t6 o tfech potencialech.) 

PoznAmka. Posledm vztah pro f(x) je velmi specialmm pnpadem (***), 
navlc pro pripad „diskretniho casu“, kdy misto grupy {exp iA}. iel, mame 
posloupnost operatoru P, P 2 , P 3 , P 4 ,... 

Feynmanuv integral v kvantove teorii pole 

Ukazeme si filosofii prevedeni integralu po trajektoriich na integral obycejny 
(nekolikarozmerny). Jako priklad si nevypujcime obvyklou (bodovou) teorii 
pole, nybrz teorii strun. Vypocty, ktere naznacime, se provadeji pri vypoctu 
rozptylovych amplitud v teoriich bosonovych (neobsahujicich antikomutujici 
promenne) uzavrenych strun (z topologickeho hlediska kruznice). 

Pro danou funkci J komplexni promenne 2 = iy (kterou budeme 
pojimat jako parametrisaci sfery promitnute ze severniho polu do roviny 
rovnobezne s rovnikem) chtejme spocitat Feynmanuv integral pres vsechny 
funkce X promenne 2 z exponencialy jakehosi integralu: 

Ij = J VX(z)e*v (J dxdy[-{VX) 2 A iJ(z)X(z)^) , (14.39) 

kde (VX) 2 = (d/dx(X))*'rf (d/dy(X)) 2 . Metoda doplneni na ctverec nam 
ted’ pomuze tak, ze provedeme vhodnou 4 substituci X(z) = X'(z) + M(z) 
(posunuti), cimz zustane nezmenena mira integrace DX = TAX' , protoze jde 
o jakysi „soucin diferencialu funkce X ve vsech bodech roviny“. Tim se nam 
exponent upravi (uzivame novy symbol pro ctverec gradientu, d a je derivace 
podle x nebo y) 

- d a Xd a X + iJX = -d a X'd a X' - 2 d a Md a X' - d a Md a M + i,J(JC h + M ) 

(14.40) 

a vidime, ze kdyz upravime per partes jeden clen 

- 2 d a Md a X' = -2 d a (Xd a M) + 2XAM, (14.41) 

4 Nic se nedeje, bude-li M komplexni; funkce exp —z 2 je holomorfni. 
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vyskrtneme podle Gaussovy vety prvni clen prave strany, ktery neprispiva 
diky spojitosti X v nekonecnu, a zvolime M(z) natolik vhodne, aby bylo 
J(z) = 2iAM(z ), vyrusi se nam kombinovane cleny JX' a v exponenciale 
bude jen 

- d a X'd a X' - d a Md a M + iJM (14.42) 

a kdyz prepiseme exponencialu souctu jako soucin exponential, muzeme dru- 
hou z nich vytknout pred Feynmanuv integral a vysledkem tedy je (od clenu 
d a Md a M jsme opet odecetli totalni divergenci) 

Ij = exp J dx dy^JM ■ 7 J=0 , (14.43) 

protoze to co v drahovem integralu zbylo (po prejmenovani integracni pro- 
menne funkce X' —>■ X) je prave lj o, 6 nemz treba jiz vime, ze je roven 
jedne... (<?<?) 

O vztahu matematicke a teoreticke fysiky 

Ctenari mozna zatim tyto pojmy splyvaly. Tyto pojmy vsak odpovidaji dve- 
ma odlisnym urovnim zkoumani: spojuje je samozrejme pouzivani matema- 
tiky jako zakladniho prostredku, lisi se vsak v urovni rigoroznosti. Zatimco 
matematicka fysika pripousti jen zcela rigorozni pouziti matematickych pro- 
stredku - vcetne stylu vyjadrovani veta/dukaz; coz ovsem nevylucuje i zde 
obcasnou „volnost“, spojenou treba s vynechamm precisniho dukazu (po- 
kud je ovsem zrejme, ze jej lze vytvorit!), teoreticka fysika se nesvazuje vzdy 
timto (nekdy opravdu velmi destruktivnim) omezemm. 

Vice elegantnich „kouzel“, ale i zasadnich objevu, za nez se dava napri- 
klad Nobelova cena, je v teoreticke fysice. Vztah teoretickych fysiku k ma¬ 
tematicke fysice byva nekdy trochu arogantni respektive hranici az s necha- 
pavosti typu „proc se jeste hrabete v problemech, ktere jsou prece uz tricet 
let vyreseny?“ Jen obcas mohou matematicti fysikove kontrovat „ano, ale 
spatne vyreseny; spravna odpoved’ je totiz uplne jina“. Casteji jen potvrzu- 
ji podrobnym matematickym zkoumanim to, co jejich teoreticti predchudci 
„uhadli“ drive. 

Takto dramaticky se ovsem rozdil mezi matematickou a teoretickou fy- 
sikou jevi jen v nekterych partiich fysiky, hlavne v problemech s „nekonec- 
ne stupni volnosti“, jako je statisticka fysika, teorie pole a teorie pevnych 
latek (a Feynmanuv integral). V jinych oblastech fysiky, zvlaste tarn, kde 
geometrie je hlavnim matematickym nastrojem, byva rozdil mene vyrazny 
az zadny. 
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Cviceni. (Doplnek k Jordanovu tvaru.) 5 

Necht’ / : V —> V je nilpotentni operator s jednim retezcem: vo = 0, 

v* = f(v, + j). i = 0, L_ n — 1. (Zobecnem nize provedenych uvah na obecny 

i nenilpotentni operator je mozne. Promyslete si jej.) Vezmeme nejaky jiny 
operator / malo se lisici od / (jinak uvahy nize ztraceji zajimavost) a pisme 
jeho charakteristickou rovnici ve tvaru P(x) = Y\% = i{x — e 7 ) t kde e 7 jsou 
prvky spektra /. Vezmeme nejaky novy pocatecni vektor w = w„ G V a 
sestrojme retezec (musi byt wo = 0 ; oduvodnete!) 

{w i = /(w, +J ) - ej+iWj+i, * = 0.1 ... . n - 1}. 

Jde-li o basi V (obvykle tomu tak bude, volime-Ii w namatkou; zformulujte 
podminku na basi presne!), ma pak / vuci ni matici 

f ei 1 \ 

£2 I 

% 

V £ n ) 

Vsimnete si, ze tato matice obsahuje n parametru, (na rozdil od Jordano- 
vy buiiky, ktera obsahuje jen jeden), tak jako v pripade diagonalisovatelne 
matice. 

Dulezitost takovehoto vyjadreni je v tom, ze nemem svuj tvar v limite 
/—>■./. Tim se odstrani asi nejhorsi vada na krase konstrukce Jordanovy 
base; totiz jeji skokove se menici tvar v okamzicich, kdy operator prestava 
byt diagonalisovatelny. 

Toto je dulezite treba pri reseni diferencialnich rovnic (zde uz se pohy- 
bujeme obvykle v nekonecne dimensi, kde je treba vetsinou vhodne menit i 
pocatecni vektor w, tak aspon naznakem): Vezmeme v tride diferencialnich 
operatoru 2. radu s konstantnimi koeficienty nejaky operator D s dvojnasob- 
nym vlastnim cislem A. Necht’ D je mala perturbace D s vlastnimi funkcemi 
exp(Aa:), exp((A + s)x). Pak je urcite rozumnejsi misto uvedenych, skoro 
stejnych funkci brat do Jordanovy base treba dvojici 

- - exp((A exp(A.r) 

w w-j --> :y exp(A.rj 

a 

wj = D W 2 — (A + e)w 2 —>■ exp(Aa;) 

Tato base se meni spojite i v bode degenerace D = D. 

6 Pro usetreni mista umist’ujeme zde. Spoctete detailne. 




Kapitola 15 

Dualita 


Dualita jejev, na ktery narazime v mnohych oblastech vedy a lidske cinnosti: 
v historii (v Rakousko-Uhersku), v... 

V teto kapitole se pokusime vylozit podstatu nekterych vyznamu tohoto 
slova. 


15.1 Dualni grupa 

Definice. Rikejme charakter grupy (budeme mluvit jen o Abelovych) 
kazdemu jejimu homomorfismu do Ui, multiplikativni grupy komplexnich 
jednotek. Dualni grupou pak nazveme mnozinu charakteru s operari na- 
sobeni: 

(01 ■ )(a) = 01 (a) ' 02(a)- (15.1) 

Muzete overit, ze dualni grupa k (R, +) je opet ona (isomorfni ji), dualni 
grupa k (Z, +) je Ui a naopak, dualni grupa k Z„ je zase isomorfni Z„; 
vsechny charaktery maji tvar 

a: G Z„ i-» exp(27r ikx/n) := ipk(x) pro k E {0,1,... , n — 1}. (15.2) 

Po chvili mysleni uverite, ze charaktery direktniho soucinu cyklickych grup 
jsou prave souciny charakteru techto grup, a budete tak umet najit dualni 
grupu k libovolne Abelove grupe podle poznamky na strane 31. To se vam 
bude hodit pozdeji v analyze pri zkoumani Fourierovych fad a transformaci 
vice promennych. 
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Lze take definovat skalarni soucin komplexnich funkri na grupe (N je 
pocet prvku neboli rad grupy) 

b(¥,G) = ~ J2 F (9)G{9) (15-3) 

geG 

(pozn.: pro Lieovy grupy lze nahradit integraci „podle rovnomerne miry“, 
tzn. s vhodnou vahou takovou, aby na integral nemela vliv substituce g i—> 
9o-g)- 

CviCENl. Dokazte, ze vsechny charaktery cyklicke grupy (ale i obecne ko- 
necne Abelovy grupy, viz vetu o strukture Abelovych konecnych grup) tvorf 
ortogonalnf basi prostoru komplexnich funkci na teto grupe. 


15.2 Dualni grafy a telesa 


Mluvit v kombinatorice o polyedrech a rovinnych grafech je prakticky totez. 
Mame-li rovinny graf, predstavime si ho nalepen na kouli a hranam grafu 
budou „po narovnani“ odpovidat hrany polyedru. 



CviCENl. Identifikujte polyedry, jejichz grafy vidite na obrazku. Nakreslete 
odpovidajici graf i pro tricetisten ze strany 130. 

(H) Nakreslime-li si (kombinatoricke) grafy Platonovych teles (neboli na- 
kreslime-li bod za kazdy vrchol telesa a pospojujeme-li body tech vrcholu, 
ktere jsou spojeny hranou) a jinou barvou vyznacime do plosek tecky (i do 
nekonecne plosky okoli, odpovidajici spodni stene, dame jednu) a pospojuje- 
me ty tecky, plosky kterych sousedi stranou (nestaci vrcholem), ziskame tak 
dualni grafy k puvodnim. Zopakujeme-li operaci znovu, ziskame vychozi 
graf. 
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Graf ctyrstenu je samodualni, krychle je dualni k osmistenu (a naopak) 
a dvanactisten je dualni k dvacetistenu (a obracene). 

Hruby popis rika, ze teleso ma tolik vrcholu, kolik ma jeho dual sten. 
Navic dualni telesa maji stejny pocet hran. 

Kresleni grafu vsak neni jediny zpusob, kterak ziskavat dualni telesa. 
Mejme obrazec v rovine nebo teleso v prostoru, presneji receno nejakou 
konvexni mnozinu bodu M, uvnitr ktere lezi pocatek souradnic. Dualni 
mnozinu bodu M' pak definujme jako 1 

M' = {x|VyGM b(x, y) < 1} (15.4) 

Pokud lze ziskat M jako konvexni obal nejake mensi podmnoziny P, tj. 

M = {x|x = ^x*V, x* G P, 22# = 1}, (15.5) 

staci text Vy G M nahradit Vy G P. 

Dualni normy 


Definice. Necht’ ||.. .|| je norma na linearnim prostoru V, tj. plati 

Pf w|| < ||v|| + ||w|| , ||Av|| = |A| ||v|| (15.6) 

a norma nenuloveho vektoru je kladna. Potom dualni normou (na dualnim 
prostoru; viz odstavec dualni prostory nize, zatim si predstavujte euklidovsky 
prostor a u'(v) chapejte jako b(v, v')) rozumime normu 

| v' y 7 = sup |i/(v)|. (15-7) 


Dokazte, ze jde o normu! 


Priklad. Necht’ K je konvexni (jinak by neplatila trojuhelnikova nerov- 
nost pro normu za okamzik definovanou) teleso stredove symetricke podle 
pocatku v M". Pak 

\\v\\ K = {|A| | v G \K} (15.8) 


1 Vedeni pragmatickymi zajmy zatim umist’ujeme dualni teleso do tehoz prostoru - 
protoze v nem mame skalarni soucin- a nikoli do prostoru dualniho, coz by melo hlubsi 
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je norma na M". (Norma nabyva jednotky na povrchu K , je tedy pomerem 
delky daneho vektoru a delky vektoru s nim rovnobezneho, ktery ukazuje na 
povrch K.) Priklady K jsou krychle, osmisten, dvanactisten a dvacetisten, a 
pripustime-li i centralne nesymetricka telesa, tak i ctyrsten. Dualni t^leso 
ke K pak lze definovat jako 

K' := (x £ R n ||x||' < 1}. (15.9) 

Dokazte, ze dualni norma k dualni je zase puvodni. Dokazte, ze dualni telesa 
podle posledni definice se shoduji s drive zavedenymi. 

15.3 Dualita v geometrii 

Asi jste uz nekde 2 slyseli, ze existuje princip, podle nehoz kazdou pravdivou 
vetu o geometrii lze modifikovat tak, ze tato modifikace bude take pravdiva, 
a ziskame ji tak, ze nahradime slovo „bod“ slovem „rovina“ (vzdy doplnte 
„a naopak“), slovo primka ponechame beze zmeny, frazi „body lezi na pfim- 
ce“ frazi „roviny se protinaji v primce“, „prusecik tri rovin“ vymenime za 
„rovina, na niz lezi tri body“ atd. 

V pripade rovinne geometrie vymenime slova „bod“ a „primka“, pojmy 
„prusecik primek“ a „spojnice bodu“, fraze „tri primky se protinaji v jednom 
bode“ a „tri body lezi na primce“ atd. 

Abychom byli konkretni, lze priradit bodu, primce nebo rovine 3 , jednotne 
mnozine bodu M, nasledujici mnozinu M', to jest rovinu, primku nebo bod 

M' = {x|VyeM b(x. y) 1}. (15.10) 

(Dokazte, ze jde opravdu o rovinu, primku nebo bod a ze dualni objekt k dual- 
nimu objetku je puvodni objekt.) 

V dalsim textu mluvme o rovinne geometrii. Schopnosti principu by byly 
slabe, pokud bychom si nevsimli napriklad skutecnosti, ze mnozina dualnich 
primek 4 k bodum nejake kuzelosecky obsahuje prave teeny nejake (dalsi) 
kuzelosecky (a naopak). (Dokazte.) 

Ted’ jiz lze ukazat vztah mezi Pascalovou a Brian£elovou vetou. 

2 Inspiraci k teto sekci byla prednaska Petra Vopenky Zaklady matematickeho mysleni. 

3 V pripade rovinne geometrie pfirazujeme bodu primku a naopak. 

4 Rika se ji primkova kuzelosecka na rozdil od obycejne bodove. Skutecnost, ze 
v trojrozmernem prostoru jsou treba ctyri realna cisla na nenasilne urceni primky, byl 
jednim z historickych impulsu ke zkoumani vicerozmernych prostoru. 
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Pascalova veta tvrdi, ze pokud vybereme na kuzelosecce nejakych sest 
bodu 1,2, 3,1', 2', 3' a body A, B, C ziskame jako pruseciky 

A = 23'n2'3, S = 3l'n3'l, C= 12'nl'2, (15.11) 

kde napr. 23' znamena pfimku spojujici body 2 a 3', potom budou body 
A : B : C lezet na primce. 

Duaini veta Briancelova tvrdi, ze pokud narysujeme sest tecen nejake 
kuzelosecky 1, 2, 3,1'. 2', 3' a primky A, B, C ziskame jako spojnice 5 

A = 23'V2'3, B = 3lV3'l, C = 12'V1% (15.12) 

kde napr. 23' znamena prusecik primek 2 a 3', potom se budou primky 
A. B, C protinat v jednom bode. ( c v l ) 

15.4 Dualm prostory 

Zacatecnik muze mit pocit, ze rozlisovat vektor napr. v R" a linearni formu 
na R n (coz „je“ opet pouha n-tice cisel predepisujicich hodnotu dane formy 
na vektorech kanonicke base) je samoucelne. Vyjasneni jakesi dvojstranne 
symetrie (prostor^-prostor forem na nem—^puvodni prostor) - a prave to je 
obsahem pojmu dualita - dava dulezitou informaci nejen v (pozdejsich) kon- 
strukcich analyzy a funkcionalni analyzy resp. teoreticke fysiky (dualismus 
„vlna/castice“ sotva objevite v elementarnich konstrukcich nize, ale patri 
sem take), ale jiz nyni: prinasi urcitou systematisaci v nahledu na otazky 
typu: 


„Proc je v jedne formuli A nebo A 1 a v jine A T nebo A 1T ? 

Proc se transformuji jinak vektory a jinak jejich souradnice? ... “ 

Dualnim prostorem k prostoru Y budeme rozumet prostor vsech li- 
nearnich forem, to jest linearnich zobrazeni, pfirazujicich prvkum V realne 
nebo komplexni cislo, podle toho, nad jakym telesem je sestrojen prostor Y. 
Budeme ho znacit V 7 a podobne jeho vektory budeme obvykle psat s carkou. 

Scitani a nasobeni konstantou z telesa zde definujeme nejprirozenejsim 
zpusobem: 

(u'+ v')(w) = u'(w) + v'(w), (A • u')(w) = A • u'(w). (15.13) 

6 Znak znamena spojnici bodu stojicich na stranach tohoto symbolu. 
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TerminologickA poznAmka. Odpovidajici objekty dualu casto ozna- 
cujeme predponou „kontra“. Naopak, pokud jsme jiz pojmenovali objekty 
ve Y a chceme oznacit odpovidajici objekty V, pouzivame predpony „ko“. 
(Nazvy kovektor, kontravektor uzijeme v kapitole o tensorech.) 

V teto knize zvolena konvence hornich a dolnich indexu (pricemz index 
vice vlevo (obvykle horni) nam vzdy rika, o jakou jde radku, a index vpravo 
(obvykle dolni), o kolikaty jde sloupec) pro svoji konsistenci primo vybizi 
k tomu, abychom v dualnim prostoru pouzivali presne opacny zapis proti 
prostoru puvodnimu (souradnice dualniho prostoru do radky, znacene . 7 ;'); 
neopomeneme vsak vzdy poznamenat, co bychom ziskali, kdybychom krat- 
kozrace psali vse stejne jako v prostoru puvodnim. 

Budeme tedy znacit v /l prvky dualni base k basi Vj tak, ze 

v"(vj) = S). (15.14) 

Muzeme tedy i-tou souradnici vektoru x vuci basi {e^} interpretovat jako 
hodnotu z-tebo prvku dualni base (jakozto formy) v bode x: 

a4=u'*(x) pokud x = ^Vja;*. (15.15) 


Proc jde o basi. 

v'(^v^) = ^v'(v i )a‘ = 'Em** = ^ 15 - 16 ) 

Posledni tvar (^ y ? v ,? )v lze jednoznacne prepsat vyjadremm v' jako v' = 


Definice. Mejme linearni zobrazeni / 

zobrazenim k / 


/': W'->V' {w' 


: V —>■ W. Nazveme dualnim 
wo/}. (15.17) 


Veta v RUZNYCH KONVENCICH. Necht’ A znaci matici zobrazeni / vuci 
basim vj,..v m resp. wj,..., w„. 

Pouzivame-li konvenci teto knihy a piseme-li souradnice dualniho vektoru 
do radky, mame pro dualni zobrazeni touz matici vuci basim w' 1 ,..., w m a 
v' 1 ,..., v' m jako pro puvodni zobrazeni: 


/' : w' i-A w'A. 


(15.18) 
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Samozrejme, pokud bychom psali souradnice do sloupce 6 i v dualnlm pro- 
storu, bude mlt zobrazeni matici transponovanou, a proto budeme dualnlmu 
zobrazeni rlkat take transponovane: 

/ : w' T ^ A t w , t . (15.19) 

V nasi versi vete ihned uverite pohledem na 

[f'(w')] (v) = w' • Av = w'A • v. (15.20) 


Definice. Necht’ {e*} je base V, necht’ {e'*} je (dualnl) base V' a base 
{e"} dualnl 7 basl k {e'*} v prostoru V". Potom ztotoznenl 


(15.21) 


dava tzv. kanonicky isomorfismus mezi Y aV" 

Toto ztotoznenl je mnohem prirozenejsl a jednoznacnejsl, nez ztotoznenl 
mezi V a V , ktera zkoumame dale! 

Tvrzeni. V tomto ztotoznenl je f" = f. 

Protejskem poimu linearnl forma ie v analyze pojem funkce. V uvodu ke 
knize jsme konstatovali, ze LA vyrostla ze zkoumanl „linearisovanych“ pro- 
blemu analyzy a je uzitecne se z tohoto hlediska podlvat na nektere zakladnl 
vety analyzy funkcl vice promennych a obnazit jejich linearne algebraicke 
jadro. Udelejme si tedy toto male odbocenl k analyze. 

Priklad. Ve tvrzeni „derivace ve smeru je skalarnl soucin smeru a gra- 
dientu“ substituujeme za slova „smer, funkce, derivace ve smeru x, gradient" 
slova „vektor, forma, hodnota v x, representujlcl vektor formy“. Dostavame 
vetu o representaci linearnl formy — zjednodusenou, linearnl versi uvedene- 
ho tvrzeni. 

Cviceni. Identifikujte vety analyzy, jimz jsou nasledujlcl tvrzeni lineariso- 
vanou karikaturou. 

6 Abychom psali jen podle nasich konvend, pripsali jsme k vektoru w' plsmeno „T“. 
Samozrejme, ti, kterl plsl souradnice vzdy do sloupce, toto „T“ u vektoru vynechavaji. 

7 Zajiste, ze dualni k dualni ma indexy umisteny zase jako puvodni. 
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Veta. Linearni forma {x H- a T x} nemuze byt konstantni na R" pokud 
a/0. Je-li vsak konstantni pro vektory, na nichz jsou konstantni jiste dalsi 
formy bj, {x i-a bfx}, tak existuji multiplikatory A j G R takove, ze 

5 = E A ? b.r (15.22) 

Veta. Komposici linearnich zobrazeni odpovida nasobeni matic. 

Veta. Rovnici F(x, y ) =const pro zobrazeni F(x, y ) = A%A~By lze resit 
i v pripade, ze A, B, x, y,const jsou matice (vektory) spravneho rozmeru; 
pokud B 1 existuje, tak 

y = —B~ l Ax + const’. (15.23) 

Jak jiz bylo poznamenano, nahradime-li ve vetach analyzy slovo „funkce“ 
slovem „linearni forma“ (tedy linearisujeme-li problem; linearisace je syno- 
nymem vzeti diferencialu), dostavame jednoducha tvrzeni LA, ktera pritom 
vyjadruji podstatu uvedenych vet. Pro uplnost uvedme jeste jedno tvrzeni 
z teorie kvadratickych forem (ktere teprve budou probirany nize): 

Veta. Kvadraticke forme odpovida symetricka matice (a co matice dru- 
hych parcialnich derivaci?). 

V analyze nas ani nenapadne plest si body prostoru R n a funkce na nich 
definovane (tech je trochu vice). V linearni algebre mame misto bodu vektory, 
misto funkci formy. Nemel by nas mast (v teto zjednodusene situaci) fakt, ze 
dimense vektoroveho prostoru a jeho dualu (prostoru forem) jsou stejne a ze 
mame vetu o representaci (diky existenci skalarniho soucinu a euklidovske 
metriky na R"). 

Zmena duAlni base. Pokud je C matice prechodu od base vi,...v n 
k basi W|...., w n , tj. 


(wi,..., w„) = (v)..... v„)C, 
potom lze vyjadrit vztah mezi dualnimi basemi formuli 8 



(15.24) 


(15.25) 


8 Fakt pfftomnosti inversni matice k C je analogicky zmene meritka mapy: na podrob- 
nejsi mape jsou vzdalenosti vetsi a naopak. 
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Lehce se o tom presvedcfte, pokud zapisete (nasobenlm prvku w' krat w ted ’ 
myslime w'( w )) 

^ : j (wi,...,w„) = 1 = CT 1 ^ : j (vi,...,v„)C. (15.26) 

Jestlize (proti konvencim teto knihy) budeme psat jednotlive prvky dualni 
base vedle sebe (tak jako v puvodni basi), bude matice prechodu od base 
v' 1 ,..., v ,n k basi w' 1 ,..., w ,n dana tzv. kontragradientnf matici k matici 
C, totiz C~ 1T : 

= (v' 1 ,...,v m )C- 1T . (15.27) 

15.5 Dualita a skalarni soucin 

V teto sekci nebudeme dualisovat dany skalarni soucin na Y, nybrz uzijeme 
tohoto skalarniho soucinu ke ztotozneni V a V . 

Veta o representaci. Necht’ b(7. 7) je skalarni soucin na V. Potom pro 
kazdy prvek v' E V existuje jednoznacne urceny representujici vektor 
v E V takovy, ze 

Vw E V i/(w) = b(w, v). (15.28) 

Dukaz. Necht’ Ker = {w | ?/(w) = 0} je nulovy prostor v', necht’ v _L 
Ker (mimo jine, Ker -1 - je jednorozmerny). Pak lze volit v tak, a by i/(w) = 
b(w, v), a tak forma 

{w i-> b(w, v)} (15.29) 

ma stejny nulovy prostor jako v', na vie obe formy nabyvajl stejne hodnoty 
i pro v, takze obe formy jsou totozne i na Y = £({v. Ker }). 

Definice. Necht’ je na V definovan skalarni soucin b(7.7). Definujme 
zobrazeni j : V -‘.-k V (neplet’te se ztotoznenim V a V ) vztahem 

[j(v)](u) = b(u,v). (15.30) 

Toto zobrazeni (tvrdime) je antilinearni („anti“ kvuli tomu pruhu), tzn. 

I(vi + v 2 ) = j(vi) +j(v 2 ), j(Av) = Aj(v). (15.31) 
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Nebylo by spravne hledat ztotozneni pomoci vyrazu b(v, u) misto b(u, v), 
ponevadz j(v) by pak nebyla linearni forma (ale antilinearni). 

Specialne, mame-li ortonormalni basi, priradi zobrazeni j prvku base 
primo prislusny prvek dualni base. 

Dulezitou modifikaci transponovaneho zobrazeni pro pripad komplexmho 
skalarniho soucinu s pruhem je adjungovane (hermitovsky sdruzene) 
zobrazeni. 

Definice. Oznacime jim zobrazeni 

/*=j _1 o/'oj alternativne: b(f (v), w) = b(v, f*(w)). (15.32) 

Toto zobrazeni ma v teze basi adjungovanou neboli hermitovsky sdru- 
zenou (viz dukaz nize) matici: 9 

A* =A?. (15.33) 


Dukaz. Necht’ je V] ..... v„ ortogonalni 10 base V, necht’ f* = j 1 f'j 
je adjungovany operator k f : Y —>■ Y, kde j(v) je definovano (ve veto 
o representaci) vztahem [j(v)](u) = b(u, v). 

Tern, kterym vztah f* = pusobl bolesti hlavy (coz muze byt 

v urcite konstelaci i autor techto radek), pripommame, ze je to totez jako 
vztah 

b(/(u),v) = b(u,fv). (15.34) 

Vskutku, 

b(u./*(v)) J='iU(/*(v))](u) = ( . 

= (/'(j(v)))(u) = j(v)(/(u)) =b(/(u),v) iJ 

uprava na zlomu radky plat! prave kdyz jf* = f'j, coz je to same jako 

Je-li f(v t ) = EvjW/V- f*(v k ) = Y. tak 

b(/(v ; ;).v,,) = E.y« ; 'ib(v ; .v / ,) = a , ';b(v A: . V,,) 

t = _ (15.36) 

b (Vi,f*(vk)) = E j V k hl AiiVj) = b\ bff^Vj), 

0 Mnohdy se adjunkce znaci krizkem misto hvezdicky. 

10 Slovem „ortogonalni“ se zde, ale i mnohde jinde, mini to, ze krome toho, ze jsou 
kolme, maji i stejnou velikost (nejcasteji jednotkovou, pak mluvime o ortonormalni basi). 
V protikladu k tomu se neuziva pojmu „ortonormalni matice“ (z grupy O (n)). 
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cimz je dukaz b l k = a\ = a* l k hotov. 

(Znovu pripominame, ze pro smysluplnost adjunkce je nutna existence 
skalarniho soucinu, ktery ma za nasledek, ze se indexy v rovnostech nevys- 
kytuji ve vsech clenech ve stejne vysce.) 


Tvrzeni. Podobne jako u dualniho zobrazeni, 

r = /■ 


(15.37) 


Dukaz je zrejmy, vyjadnme-li zobrazeni matici vuci nejake ortonormalni basi. 
Obecneji, 


b (/ (u) | V) = b(u,/* (v)) = b(/*(v),u) = 
= b(v,/**(u)) = b(/**(u),v) 


(15.38) 


PoznAmka o takzvane formAlni adjunkci. 

V souvislosti se znamym vzorcem „per partes“ se casto mluvi o tzv. 
„formalm adjunkci“ operatoru. Jde o to, ze „zapomeneme-li hranate zavo- 
ry“, muzeme tento vzorec interpretovat tak, ze operator minus derivace je 
adjunkci k operatoru derivace! Slovo „formalm“ se pouziva prave v souvislos¬ 
ti s onim „zapomenutim“. Podobne i pro operatory derivace vyssich radu. 
Uvidime pozdeji, ze (z nejruznejsich duvodu) se na vhodnych prostorech 
funkci kupodivu budou ony „zapomenute hranate zavory“ anulovat, takze 
formalni adjunkce bude davat spravny vysledek. 

Adjunkce soucinu. Komposice dvou operatoru ma adjunkci 

(. f9)*=9*f* • (15-39) 

To je zrejme v maticove formulaci, obecneji 

b(/(g(u)),v) = b(g(u),/*(v)) = b(u , 5 *(/*(v))) (15.40) 

(pri prve uprave nakladejte jako s normalnim vektorem s g( u), ve druhe 

s l*(v)j- 

Toto tvrzeni ma za nasledek, ze na nejakem z prostoru funkci, ktere 
budeme diskutovat v kapitole o adjunkci, bude platit 11 

(«(z)Aj+ !,(*)A + c(l )) + (15.41) 

11 Matematickym jazykem, operator nalevo, ktery sdruzujeme, prirazuje pfj a{x)f" + 
b(x)f'+c{x). 
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kde je treba napf. prvni clen vpravo nejprve nasobit d(x') a pak teprve deri- 
vovat (pruh nad a(x) v nasich pnkladech pujde vynechat, polynomy a, b. c 
budeme mlt realne). 

Tato rovnost pro svoji platnost potrebuje, a by x byl hermitovsky opera¬ 
tor (pak budou hermitovske ijeho realne funkce), a by d/dx byl antihermitov¬ 
sky (coz bude oboje splneno na prostorech funkci napf. kvantoveho harmo- 
nickeho oscilatoru). Poznamenejme jeste trivialitu, ze adjungovany operator 
k operatoru nasobenl komplexnhn cislem c je nasobenl c. 

Definice. Zavedme ctyri nova adjektiva pro operator /. (Totez plati 
pro matice.) 

• samoadjungovany neboli hermitovsky, je-li f* = f 

• antihermitovsky, je-li f* = —f 

• unitarni, je-li f* = / -1 

• normalni, je-li //* = /*/ 

Prvy pojem prechazi v realnem prostoru na „symetricky“, druhy pojem na 
„antisymetricky“, tret! na „ortogonalm“ (matice prechodu mezi ortonormal- 
nimi basemi). Misto samoadjungovany se tez rika samosdruzeny. 

Antihermitovsky operator lze tez definovat jako takovy, jehoz z-nasobek 
je hermitovsky. (Overte ekvivalenci.) 

Pojem normalniho operatoru nema prllis veliky samostatny vyznam, ale 
dobre zastresuje predchozi tfi skupiny. (To neznamena, ze kazdy normalni 
operator patri do nektere z techto skupin. Normalmm je jakykoli nasobek 
unitarniho, hermitovskeho, ale i mnohe jine operatory, treba konvolucni - 
viz strana 256.) 

CviCENl. Naleznete vsechny normalni nilpotentnf operatory. 

(Nulovy operator. Nevidite-li to lined, pockejte na vetu o spektralnim 
rozkladu.) 

Realny nasobek (anti-)hermitovskeho je (anti-)hermitovsky, komplexm 
jednotkou vynasobeny unitarni je unitarni atd. V kvantove fysice je dulezite 
nasledujici pozorovani. 

PozorovAni. Exponenciala antihermitovskeho operatoru je unitarni ope¬ 
rator. 

/* / -> (exp(/))* = exp(—/) = (exp(J))^ 1 (15.42) 
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UvAdime dulezite priklady. 


Hermitovsky operator 

Jeho exponenciala 

energie (hamiltonian) H 

exp (Ht/ih) - pockej cas t 

slozka hybnosti p z 

exp (ip z z/h) - posun podel 2 

Slozka momentu hybnosti J z 

exp (iJ z ip/h) - rotace 0 ip kol z 


(Posun souradne osy ozve smeru osy 2 : je ekvivalentni posunu systemu 
o —z. Podobne pro otoceni.) 

Vyslovene netrivialni aplikace ma vsak pojem duality jinde v analyze 
(rigorosni konstrukce slozitych objektu, ktere bychom jinak stezi dokazali 
definovat). 

15.6 Dualita ve funkcionalm analyze 

(jjft) Kdyz uz se obcas jinde probiraji ty lokalne kompaktni metricke (ba 
i topologicke) prostory, uved’me informativne, k cemu to muze byt treba 
uzitecne. 

Pojem pravdepodobnosti a miry. Je-li X (lokalne) kompaktni pro- 
stor (treba R, M", prostor trajektorii,... viz dale) a je-li C(X ) prostor spoji- 
tych funkci s normou 

Il/H = sup |/(rr)| , (15.43) 

xGX 

pripadne pro X lokalne kompaktni bereme soubor pseudonorem 

||/|| A . = sup \f(x)\ , kompaktni K Cl, (15.44) 

xei< 

nazveme mirou kazdou spojitou linearni formu na C(X). Je-li navic forma 
(mira) fi nezaporna u(f) > 0 V/ > 0) a n{l) = 1, mluvime o pravd^po- 
dobnosti na X. 

Priklad 1. Da se ukazat, ze linearni forma 

/ f( x )a(x)dx (15.45) 


je mirou pokud 


J \g(x)\ dx < 00 ; 


( 15 . 46 ) 
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je-li g(x) > 0 a g(x)dx = 1, jde o pravdepodobnost. 

Pro nekonecny interval (a, b ) nastavaji drobne potize s touto definici: 
napriklad znama Gaussova mira (pravdepodobnost) 

/ J f{x)e^dx (15.47) 

neni jeste spojitou formou ve vyse uvedene topologii. Misto abychom menili 
topologii, radeji dale rozsirime pojem miry na objekty tvaru 


/*=£/*« (15.48) 

71=1 

s mirami g n v predchozim smyslu, kde bud’ 

• Vn > 0 a J2 Uni 1) < (do teto skatulky spadne vyse uvedena Gausso¬ 
va mira) nebo obecneji 

• kde pro kazdou funkci / s kompaktnim nosicem vyzadujeme splneni 
pro 

\\Hn\\f := sup \nn{g)\ (15.49) 

pozadavku IIMhII f < oo. Sem patri Lebesgueova mira, prirazujici 

integrovatelnym funkcim / velicinu f(x)dx. 

Teorie miry a integralu je vyraznou (snad az hypertrofovanou) soucasti 
latky prednasene studentum MFF UK v druhem rocniku. (Je ale obvykle 
budovana alternativnim pristupem bez durazu na pojem miry jako funkcio- 
nalu.) Jeji uzitecnost vynikne ani ne tak pri vypoctu integralu v R" (tarn 
by koneckoncu stacila nejaka varianta Riemannova integralu), spise ve slozi- 
tejsich situacich v teorii pravdepodobnosti a teoreticke fysice. Napr. objekt 
P(y) resp. P(y) zavedeny v livodu k Feynmanove integralu je mirou na pro- 
storu vsech trajektorii, dokonce pravdepodobnosti jsou-li exptA stochasticke 
matice. (Pro nepositivni, nekonecne matice ovsem nastavaji znacne potize 
s Feynmanovym integralem, pojem miry uz nestaci k rozumnemu popisu 
tohoto objektu.) 

Dualita a distribuce 

S distribucemi a delta-funkcemi zacal ze zcela pragmatickych duvodu pra- 
covat Paul Dirac. Diracova delta-funkce je intuitivne funkce nulova vsude 
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krome bodu nula, kde ma tak nekonecnou hodnotu, ze 

J 8{x)dx = 1 , (15.50) 

a tedy pro libovolnou funkci f(x ) 

J 8(x)f(x)dx = /(0). (15.51) 

Pokud si chceme takovou funkci predstavit, vyberme si nektery z obvyklych 
predpisu (M je cislo jdouci nade vsechny meze): 12 

<*(®) = ;|exp-M 2 a: 2 , 8{x) = M- (x e (-gj^-gfyl), 

S(x) = ^Mx..., 8(x) = ^ 

Pokud ma a; fysikalni rozmer (delky), ma 5(a;) rozmer prevracene delky, 
protoze 8{x) si lze predstavit jako polovinu „derivace“ (bezrozmerne) funkce 
signum(®). 

Ukazalo se, ze je uzitecne pracovat i s derivacemi delta-funkce. Budeme-li 
n-tou derivaci funkce g znacit jako gW (x). lze dokazat (bez byrokratickych 
uvah o podminkach) matematickou indukci a metodou per partes vztah (hra- 
nate zavorky vymizi) 

/^o 8^{x)f(x)dx = ^ n ~^{x)f(x )j —J^° 00 S^ n ~ 1 ^(x)f'{x)dx = 

= --- = (-ir/W(o) 

(15.53) 

Prvni derivaci delta-funkce si muzete predstavit jako (M —)• oo, derivujeme 
vztahy vyse) 


S'(x) = ^. e ~ M2x \ 

8'{x) = —sgn 3 ■ M 3 (\x\ 6 (^, 2 ^ + ^)] 

S delta funkcemi se manipuluje dobre i ve vice rozmerech: napriklad ve 
trech rozmerech chapeme delta-funkci (pripisujeme index „3“) vektoru jako 
soucin delta funkci jeho slozek (je tedy nulova vyjma pocatku souradnic) 

5 3 (x) = 8(x)8(y)8(z) (15.55) 

12 Vyraz x £ Y nabyva hodnoty jedna, je-li pravdivy, jinak je nepravdivy. 
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a lze bez nedorozumeni pracovat s identitami jako (r znamena ||r||) 


(&_ <?_ 1 

yds 2 dy 2 dz 2 J r 


—47rS 3 (r), 


(15.56) 


ktera nazorne rika, ze hustota naboje, vytvarejiciho potential q/Aneor, je 
qS 3 ( r); timto rozdelenim hustoty naboje imitujeme bodovy naboj velikosti q 
umisteny v pocatku souradnic. 


Poznamenejme, ze v kvantove teorii pole se puvodne klasicka pole (my 
mluvime o skalarnlm poli fp a jeho casove derivaci do<j>, podobne je tomu ale 
i u vektoru elektricke intensity a magneticke indukce) stavaji operatory - 
rekneme presneji operator-distribucemi - takovymi, ze 

;(|(x),3 o 0(x')] = *5 3 (x-x'), [0(x),0(x')] = [d o 0(x),d o 0(x')] = 0 (15.57) 

komutuji kazde dva operatory v ruznych bodech. 


Greenovy funkce 

Jde o vypocet funkce 'ip. splnujici rovnici 

L if> = f (15.58) 

s pravou stranou. Hned je jasne, ze ke kazdemu nalezenemu reseni lze pricist 
jakekoli reseni ipo odpovidajici rovnice bez prave strany 

L^ 0 = 0 (15.59) 

tak, ze i soucet bude resenim. Zbyva nalezt jedno reseni. Najdeme-li ale pro 
vsechna xo funkce ip x „ splnujici 

[Jj'tpxo] ( x ) = S(x — so), (15.60) 

budeme pak moci zapsat reseni rovnice z uvodu pro jakoukoliv funkci / jako 
integral 

fp{x) = J f{x 0 )ip Xo (x)dx 0 , (15.61) 

o cemz se lehce presvedcite dosazenim (L pusobi jen na promennou x) 

[L 4>\{x) = j f(x 0 )Lip Xo (x)dx 0 = f(x). (15.62) 

Greenova funkce je oznaceni pro spravne normovane ip Xo 
G(x, xo) = K%p Xo {x) 

a jeji hodnoty se daji vylozit jako elementy operatoru L _1 . 


(15.63) 
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Zmi'nka o exaktm teorii distribute 

Matematici obvykle definuji topologicky dual Y' jako prostor vsech li- 
nearmch forem na Y spojitych v topologii zadane pomoci nejakeho systemu 
pseudonorem. 

Prikladem je Schwartzuv prostor 13 D funkci nekonecne diferencova- 
telnych s kompaktnim nosi£em (mnozina vsech x, kde je funkce nenulova) 
na M s pseudonormami typu (pro urcite a, b, n) 

I (P I 

ll/lla,6,« = m .a*. \-T^f ( x )\• (15.64) 

x£{a,b) | CIX | 

Ti st’ouravi z vas se mozna divi, jak muze mit funkce vsechny derivace (byt z C°°) 
a pritom mit omezeny nosic; rikaji si, pokud je funkce pro x < — 1 nulova, lze 
vypocitat vsechny derivace v bode -1 (musi byt nulove, existuji-li) a Taylorovou 
radou propocitat, ze je funkce nulova i dale. A naopak, funkce nulova pro zaporna 
x ax 6 pro kladna x jiz nema sedmou derivaci v bode nula. Nemaji vsak pravdu; to, 
ze je funkce nekonecne diferencovatelna jeste neznamena, ze je analyticka (z C“). 
Prikladem budiz funkce nulova pro i 2 > 1 a v intervalu (-1,1) nabyvajici hodnoty 

<j>(x) = exp ( YTT^) • (15.65) 

Je tak hladce napojena, ze kazda jeji derivace vyjde nulova pro x —» 1— resp. x —> 
—1+, protoze vzdy obsahuje onu uzasne rychle klesajici exponencialu vynasobenou 
nejakym podilem polynomu x. 

Kdyz uz jsme se dostali do techto partii analyzy, nebylo by ekonomicke nerici, 
ze pomoci takove funkce lze kazdou (integrabilni...) funkci g(x) nekonecne zahladit 
na funkci G{x), ktera pak ma vsechny derivace (a zde urcuje sirku rozmazani). 

G(x) = J dt f (x + at)<j>(x) (15.66) 

Faktor M zde znamena (pro funkci nahore uvedenou) 

M = y dt (j){x) (fs 0.444). (15.67) 

Na zaklade podobneho postrehu lze dokazat tzv. lemma o rozdeleni jednotky: 
Mame-li otevrene oblasti Oi, O 2 , ■ ■ ■ On, jejichz sjednoceni pokryva kompaktni mno- 
zinu O, lze jednotkovou funkci na O rozepsat na soucet libovolne hladkych funkci fi 
nabyvajicich hodnot z intervalu (0,1), kazda z nichz je nulova vsude krome oblasti 
Oi. (Plati i na obecnejsich prostorech, nez jsou euklidovske.) 

13 L. Schwartz, rJ 1950. 
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Topologickym dualem D' je Schwartzuv prostor distribucf (v nasem 
pripade s konecnym nosicem) vsech spojitych (podle topologie dane sousta- 
vou pseudonorem) linearnich forem na T>. Kazde funkci / G T> lze priradit 
distribuci (a zkonstruovat tak vnoreni T> do V') 

{g € V > J f (x)g(x)dx\ : (15.68) 

Podle vzorce per partes mame 

/ 9 ^ dx = ~ j f( x )^9(x)dx, (15.69) 

coz umoznuje definovat operaci derivovani 

S:V' >V (15.70) 

ax 

jako dualni zobrazerri k operatoru 

--^:V >V. (15.71) 

dx 

Takto muzeme napr. ziskat libovolnou derivaci delta-funkce. (<W) 

Cviceni. Metoda „transfer matice“ (opakovani Feynmanova integralu). 

Kolika zpusoby je mozno obsadit N zidli u kruhoveho stolu osobami tak, 
aby zadne dve osoby nesedely tesne vedle sebe? 

NAvod. Vyuzijme vztah (14.19). Vezmeme 2x2 matici A = (0,1; 1,1). 
Kazde dvojici sousednich prazdnych zidli resp. dvojici s obsazenou pravou a 
prazdnou sousedni levou zidli resp. dvojici obsazene leve a prazdne soused- 
ni prave zidle v danem cyklickem usporadani priradme vyraz 02,2 resp. 02,1 
resp. a\ ; 2 - Nepripustnost sousedicich osob vyjadrujeme pozadavkem ai,i = 0, 
„osoba“ ma vsude index 1, „prazdno“ index 2. Hledane cislo je pak rovno 
(pridejme vsemozne souciny z (14.19) obsahujici nekde tez clen ay.j a uplat- 
neme fakt, ze prvni a posledni indexy jsou stejne, nebot’ jsme v kruhu!) 

TrA v T )\ (15.72) 

kde r = r 1 - 1 k 0.618 je zlaty fez. (Overte posledni vztah.) Metoda ma 
zobecneni i pro vice typu moznych „atomu“, i na vicerozmerne mrizi. 



Kapitola 16 

Spektralm rozklad, adjunkce 


Linearm algebra tvori jadro pojmoveho aparatu soucasne kvantove teorie. 
To naznacuje i pohled na obsah teto kapitoly. Bohatou informaci o kvantove 
teorii a o pouziti LA (a dalsich matematickych partii) v m nalezne ctenar v 
knize J. Formanka SM]. 

Nize uvedena velmi dulezita veta je koneckoncu podrobnejsi, silnejsi versi 
vety Jordanovy pro specialnich pripad normalmch (cili hlavne hermitovskych 
a unitarnich) operatoru. 

Provedeme vsak radeji znovu samostatny dukaz teto vety. 

Veta o spektrAlnim rozkladu. Je-li /:¥••>■¥ normalni operator, 
tak existuje ortonormalm base ¥ slozena z vlastnich vektoru operatoru /. 
(Jine formulace a cetne dusledky teto vety pro konkretni volby / viz pozdeji.) 

Dukazu predesleme dve lemmata, z nichz prvni plati i v obecnejsim kon- 
textu linearnich prostoru i bez skalarniho soucinu (a uz jsme se o nem tu a 
tarn zminili). 

Lemma prve. Dva komutujici operatory /, g : ¥ —)• ¥ maji alespon 
jeden spolecny vlastni vektor. 

Oznacme symbolem Ker ^ (drive Ker ^) nulovy prostor (/ — Al) odpovi- 
dajici nejakemu vlastnimu cislu A. Ker v = {v | f(v) = Av}. Jelikoz plati 1 

g(Ker A ) C Ker A , (16.1) 

tak existuje nejaky vlastni vektor restrikce (zuzeni operatoru na Ker \) 

g : Ker A Ker A (16.2) 

1 Dukaz: v € Ker A =>■ f(v) = Av => g(f(v)) = Ag(v) =► f(g(v)) = Ag(v). 


235 



236 


KAPITOLA 16. SPEKTRALNI ROZKLAD, ADJUNKCE 


a ten je prave hledanym netrivialnim spolecnym vlastnim vektorem. 

Toto lemma uzijeme pro pripad g = /*. ktere pro normalnl / komutuje 

s /• 


Tvrzeni. Specialne, je-li v spolecny vlastni vektor / a /*, tak prlslusna 
vlastni clsla 

f(v) = Av, f * (v) = A'v (16.3) 

spliiuji vztah X' = A, jelikoz 

A'b(v. v) = b(v. f*(v)) = b(f(v). v) = b(Av. v) = Ab(v, v). (16.4) 

Jako v dukazu Jordanovy vety nyni chceme overit, ze Ker^ i Im>, = 
{w = (/ — Al)v | v E ¥} jsou invariantni podprostory vzhledem k obema 
operatorum / i /*; presneji, dokazeme pouze 

LEMMA DRUHE. Necht’ f(v) = Av. Oznacme symbolem W ortogonalni 
doplnek {v}- 1 . Pak /*( W) C W. 

Pro dukaz si staci uvedomit, ze 

Vw E W b(v, f*(w)) = b(f(v), w) = 0. (16.5) 


Toto lemma pouzijeme pro pripad, kdy je v spolecnym vlastnim vektorem 
/ a /*. Potom jsou operatory (restrikce) 

/, /* : W —> W (16.6) 

opet vzajemne adjungovane (overte) a zajiste, ze stale komutujl. Lze tudlz 
nalezt dais! vlastni vektor / a /*, tentokrat v prostoru W. V prlpade konecne 
dimense V (popravde ale vetsinou i jindy) takto najdeme za konecnou dobu 
celou basi, a dukaz je tlmto hotov. 

Jiny dukaz vety lze zlskat pomocl nasledujlcl vety, ktera je jednoduchou 
variantou lemmatu zformulovaneho na strane 200 na konci kapitoly o Jor- 
danove tvaru. 

Schurova VETA. Kazdy operator lze ve vhodne ortonormalnl basi vy- 
jadrit trojuhelnlkovou maticl. Nem totiz tezke uvidet, ze tato trojuhelmkova 
matice must byt pro pripad normalniho operatoru diagonalni (pokud basi od- 
povidajici rostoucimu systemu invariantnich podprostoru zkonstruovanemu 
na strane 200 bereme ortonormalnl). 
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MaticovA reformulace. Pro normalni matici A (AA* = A*A) exi- 
stuje komplexni diagonalni D a unitarni U takova, ze 

A = UDU 1 = UDU*. (16.7) 

Je-li navic A unitarni resp. hermitovska resp. antihermitovska, jsou na dia¬ 
gonal v D komplexni jednotky resp. realna resp. ryze imaginarni cisla. 

Rqzklad do projektoru. Pro kazdy normalni operator /:¥->¥ 
existuji ortogonalni projekce pi : ¥ —> ¥ takove, ze 

PiPj = $ijPi, J2pi = 1, Pi = \tpi){^i\ (16.8) 

a navic (Aj jsou elementy spektra) 

/ = ( 16 - 9 ) 

kde druhy (Diracuv) zapis se uziva v kvantove mechanice a vztahu 

rikame obvykle relace uplnosti a vztah 

PiPj = = hjPi (16.11) 

plati prave proto, ze vlastni vektory \tpi) tvori ortonormalni basi a tedy 

Funkce normAlnich operAtoru. Rozklad do projektoru 

/ = £**« (16-13) 

umoznuje definovat operator F(f ) pro jakoukoliv funkci F( A) definovanou 
na spektru predpisem 

F(f) = '£FW)Pi- (16-14) 


Cviceni. Pro F(x) = x n , F(x) = e x je to v souladu s drivejsimi definicemi. 
Zopakujte! 
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Jinou zajimavou funkci je odmocnina z matice. Popiste podrobne jeji 
konstrukci. Zajimaji nas hlavne realne odmocniny cili pripad tzv. positivne 
definitmch, realnych symetrickych matic (jejichz spektrum sestava pouze 
z positivnich hodnot). 

Odmocnina z matice je primo nezbytna pri praci treba s tzv. viceroz- 
mernymi gaussovskymi integraly (tzn. napr. integral z funkce exp(— x r Ax) 
popr. jeste dale vynasobene nejakym polynomem). Znate-li jiz metody vi- 
cerozmerne integrace (Fubiniovu vetu a vetu o substituci - mimochodem 
jak zni prislusna linearne algebraicka zjednodusena verse techto vet, vite?), 
spoctete tyto integraly. 

Ulohy o adjunkci a transposici. 

1. Necht’ / : Y — > Y na obycejnem prostoru bez skalarnlho soucinu ma vuci 
basi vi,...,v n matici A. Urcete matice transponovaneho a adjungova- 
neho zobrazenl vuci teze basi. 

2. Reste minulou ulohu v prlpade, je-li zadan skalarnl soucin b na Y. 

3. Necht’ / : E" —> E" je dano matici A v nejake basi V|..... v w e E n , 
kde Vj = (c\, ..., c") T . Potom dualni zobrazeni f ma vuci stejne basi 
matici (piseme-li vektor vzdy vpravo, i kdyz je z dualu; identifikujeme 

E n = G -1 A T Gi kde Q = C T C 

Reseni. Otazky prve ulohy jsou nekorektne formulovany. V druhe pisme 
(vi,...,v„) = (ei,...,e n )C (16.15) 

pomoci matice prechodu C od nejake ortonormalni base e ? (tj. b(e ? ;, e ? ) = 
Sij) k basi zadane. Potom ma / vuci basi {e*} matici C _1 AC a f* ma vuci 
teto basi matici C*A*(C -1 )*. Konecne vuci basi {v*} ma /* matici 

CC*A*(C _1 )*C _1 = GA*G \ (16.16) 

kde G = CC* je tzv. Grammova matice. (Setkame se s ni i jinde.) 

16.1 Fyzikalm veliciny v kvantove mechanice 

Pri prechodu od klasicke teorie ke kvantove nahradime fysikalni veliciny 
vhodnymi linearnimi operatory, ucinkujicimi na Hilbertove prostoru (linear- 
ni prostor se skalarnim soucinem) stavu (obvykle nekonecnerozmernem pro¬ 
storu komplexnich funkci; jde o funkce na R 3 , studujeme-li pohyb castice ve 
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trech rozmerech). Tak napriklad v kvantove mechanice jedne castice pohy- 
bujici se v jednom rozmeru mame hermitovske (aby vlastni cisla byla realna 
a tedy meritelna) operatory x, p s komutacni relari 

[x, p \ = ih, (16.17) 

ktera pripousti interpretovat operator x jako nasobeni dane funkce (jde 
o prostor funkci M —>■ C) funkci x a operator p jako —ihd/dx (v takovem 
pripade mluvime o souradnicove representaci). 

Podotkneme, ze funkci lze Fourierovou transformaci prevest do hyb- 
nostnf representace, chapat funkci jako funkci promenne p a operator p 
representovat jako nasobeni dane funkce funkci p a operator x jako ihd/dp. 
Overte, ze oba tyto operatory jsou hermitovske v obou representacich. 

Zatimco v klasicke fysice mely vsechny veliciny konkretni hodnotu, v kvan¬ 
tove mechanice lze o presne hodnote mluvit pouze v pripade, ze system se 
nachazi ve stavu, ktery je vlastni funkci daneho operatoru. 

Tak napriklad, hledame-li (v souradnicove representaci) vlastni stavy 
operatoru polohy (vlastnimu cislu rikejme Xo), ma platit 

\/x x.ip Xo (x) = x 0 ip Xo {x), (16.18) 

z cehoz dostavame po vydeleni i/) Xa (x). ze funkce ip Xo musi byt vsude (pro 
vsechna x) nulova, vyjma bodu x = xq. Takovou funkci lze tedy psat 

if>x 0 {x) = {x\ x o) = S{x - x 0 ) (16.19) 

a nelze ji nasobit takovym cinitelem, aby mela jednotkovou normu. Jde totiz 
o pripad spojiteho spektra (vlastni cislo nabyva hodnot ze spojiteho oboru), 
a tak musime podminkou vyse nahradit vztah pro ortonormalnost base 

= Sij. (16.20) 

Podobne, vlastni funkci prislusejici vlastnimu cislu po operatoru p je rovin- 
na vlna 2 ^ 

ipp 0 (x) = (x\p 0 ) = —j== exp(ipox/h) (16.21) 

a tyto vlny mohou poslouzit jako spojita base prostoru stejne dobre, jako 
base vektoru |mo)- Ortonormalnost teto base a relace uplnosti pro obe base 
zapiseme jako 

(p\p) = 8(p-p), 1 = J \x)dx(x\ = J \p)dp{p\. (16.22) 

2 Kdybychom nepripsali jmenovatel \Z2ttH, museli bychom napsat 2ttTi do jmenovatele 
v relaci uplnosti pro |p)-basi. 
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Heisenbergova relace neurcitosti 

(0) Mluvme o stredni hodnotC dane veliciny F ve stavu |t/>) (normovanem, 
V>) = 1) jako o 

(F)j = b(F^^) = (^|F|^). (16.23) 

Neurcitosti veliciny F (ve stavu ip : tento index budeme dale vynechavat) 
mejme na mysli 3 

A F = \J ((F — (F)) 2 ). (16.24) 

Ujasnete si, ze A F = 0 je prave kdyz je | ip) vlastnfm vektorem F. 

Ptejme se nyni, zda mohou dve (realne) fysikalni veliciny dane (her- 
mitovskymi) operatory F, G nabyvat spolecne presnych hodnot, a hned si 
odpovezme: pokud komutuji, je mozne vytvorit basi celeho V ze spolecnych 
vlastnich vektoru. V opacnem pripade je 

F\^) = m, G|V>) = g\ip), (FG — GF)|i/>) = (fg — gf)\ip) = 0 (16.25) 

mozne nalezt spolecne vlastni vektory jen ty, ktere jsou navic vlastnimi vek- 
tory komutatoru [F, G] pfislusejici nulovemu vlastnimu cislu. Presnejsi vztah 
pro neurcitosti nam poskytuje 

Heisenberguv princip neurcitosti. Podle neho je pro hermitovske 
F, G 

AF ■ AG > ^ |([F, G])| , (16.26) 

coz ma napriklad nasledujici dusledek, prejdeme-li do nekonecnedimensio- 
nalnich prostoru: 

Pro operatory x, p plati [x, p] = iTi , stredni hodnota tohoto komutatoru 
je vzdy */i, a tak 

Ax ■ Ap > ^. (16.27) 

Poznamenejme, ze rovnost nastava pro vlnovou funkci ve tvaru 

(x\ip) =c-exp (“^^( x “ s o) 2 + ^p) (16.28) 

Gaussovy krivky, tedy pro tzv. minimalisujici vlnovy balik. 

3 Pri cteni literatury se neleknete, je-li neurcitost nazyvana stredni kvadratickou 
odchylkou, dispersi nebo rozptylem (poslednimi dvema pojmy se spise nazyva ctverec 
nasi neurcitosti), a ze se znaci treba 
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Pro dukaz (jsme opet v konecne dimensi) si uvedomme, ze operatory 

F' = F — (F), G' = G - (G) (16.29) 

map stejny komutator [F', G'j = [F, G] diky bilinearite komutatoru a fak- 
tu, ze cislo (F ) apod. komutuje se vsim. Upravujme: prvni nerovnost je 
Cauchyova, Im zde znacl imaginarnl cast, v predposledni uprave uzijeme 
samoadjungovanost F,G a v posledni rovnost komutatoru. 

AF AG> |b(FV,GV)| > |Imb0f^G'#[ = (16.30) 

= i |b(FV, GV) - b(GV, F V) | = l |b((F'G' - G'F').f,^) | = (16.31) 
= | |b([F,G]^,^)| - (16.32) 


16.2 Prostor Fourierovych fad 

... Pote, co na jednom seminari skoncila Weylova prednaska o Riesz-Fische- 
rove vete 4 se Hilbert udajne Weyla zeptal: „Weyle, reknete mne, prosim, co 
to je Hilbertuv prostor? Ja jsem tomu nerozumel.“ 

Popovidame si o prostoru komplexnich funkci periodickych s periodou 
27r a se skalarnim soucinem 

b (f,g ) = J f{x)g{x)dx (16.33) 

splnujicich nejakou podminku rozumnosti, konkretne integrovatelnost v kva- 

dratu, tj. 

J W \f(x)\ 2 dx<oc (16.34) 

(temito detaily vas budou zatezovat pristi rok dosti). Uvazme, ze operator 
hybnosti P = —id/dx je 5 hermitovsky, protoze (podle metody per partes, 
hranate zavory se tentokrat anuluji diky periodicnosti) 

.r^’£ mdx = £ /h £ 9) dx - <i6 - 35) 

4 0 isomorfnosti dvou prostoru se skalarnim soucinem: prostoru posloupnosti s konec- 
nou sumou kvadratu absolutnich hodnot clenu a prostoru funkci na intervalu s konecnym 
integralem ctverce absolutni hodnoty - ztotoznenych v Lebesgueove smyslu. 

6 Pro srovnani: na prostoru polynomu je tento operator nilpotentni, coz je jako nebe a 



242 


KAPITOLA 16. SPEKTRALM ROZKLAD, ADJUNKCE 


Operator P ma vlastni funkce odpovidajici celemu vlastnimu cislu p 


%{?) = 




(16.36) 


ktere jsme normovali (nasobili faktorem, zarucujicim jednotkovou normu). 
(Kazda funkce P, jmenovite jeho ctverec, ma tytez vlastni vektory jako P. 
Ctverec P 2 bychom museli uvazovat v pripade realnych prostoru a vidime, 
ze by podprostory odpovidajici vlastnimu cislu p 2 byly dvojrozmerne. Kom- 
plexni vyklad je „fundamentalnejsi“.) 

Tyto vlastni funkce muzeme uzivat jako basi prostoru funkci. Predtim 
jsme funkce vyjadrovali jako „integralni linearni kombinaci vektoru (nespo- 
cetne spojite) base vlastnich vektoru unitarniho operatoru“ e lx (s vlastnimi 
cisly - komplexnimi jednotkami) nebo hermitovskeho operatoru x s vlastnimi 
cisly xq E (—7r, 7r). Vyjadreni funkce ip ve spojite basi lze psat 


ip(x) 


= j ip{x 0 )S{x - x 0 )dx 0 , 


(16.37) 


kde ip(x o) hraji roli koeficientu linearni kombinace a ip Xo (x) = 5(x — x o) jsou 
funkce tvorici basi. (Delta-funkce je vylozena v kapitole o dualite.) 

Takovato vyjadreni ovsem pojmem Hilbertova prostoru jeste spravne for- 
malisovana nejsou: to vyzaduje dalsi matematicke konstrukce jako je napr. 
tzv. „osnasconnoje prostranstvo“ I. M. Gelfanda. 

V reci bracketu lze psat relace uplnosti a vztahy mezi basemi 

1 = I = Ip)(pI = [ \x)(x\dx, (x\p) = -^= = (p\x). (16.38) 


16.3 Kvantovy harmonicky oscilator 

Tomuto problemu je popravu venovano mnoho pozornosti v mnohych kni- 
hach; nejen proto, ze na mnohe situace lze nahlizet v priblizeni, kdy je sila 
umerna vychylce (tedy potencialni energie roste kvadraticky s vychylkou), 
ale i proto, ze identicka uloha se objevuje v kvantove teorii pole, vcetne 
(super)strun, a proto, ze ma svoji velkou krasu a jednoduchost. 

Mluvme o prostoru komplexnich funkci na realne ose (dostatecne slusne 
se chovajicich, integrovatelnych v kvadratu, v nekonecnu jdoucich k nule i 
se svoji prvou derivaci atd.), v nemz mejme operatory souradnice a impulsu 


x, p = —ih—, [x,p\ = ih 

ax 


(16.39) 
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(aby byl text lepe vyuzitelny i fysikalne, vkladame vsude konstanty %.k. m a 
lj = y/k/m), o nichz si ctenar muze mysliti, zejsou rovny jedne; pak vyhlizeji 
vzorce zvlaste elegantne. 

Na tomto prostoru mejme skalarni soucin 

(d\f) = b(f,g) = J f(x)g(x)dx. (16.40) 

Hledame vlastni cisla a vektory hamiltonianu kvantoveho oscilatoru, to 
jest operatoru energie (k = mu 2 je „tuhost“, m je hmotnost castice) 

« = ^ + (16.41) 

Bez dlouhych reel, zacneme nejefektivnejsi cestu: vime, ze operatory x a 
p jsou hermitovske (v dukazu hermitovosti p tentokrat vypadnou hranate 
zavorky proto, ze funkce spolu se svymi prvymi derivacemi jdou v nekoneenu 
k nule); jako vzdy, kdyz se nam vyskytne vyraz tvaru a 2 +b 2 , je i ted’ vyhodne 
uzit pro analyzu komplexm kombinace a + hi. a — hi,. 

Zavedme tedy anihilacm operator c a k nemu adjungovany kreafini 
operator c* vztahy 

$= \ — —r— (mux + ip), c* = \——( mu}x — ip ). (16.42) 

V 2 mriu V 2mnuj 

Pomoci bilinearity komutatoru lehce overite, ze [c, c*] = 1, (16.43) 

a snadnym roznasobenim 6 schvalite, ze 

H=(c*c+~)hu}. (16.44) 

Pripravme si jeste komutatory ILc* hue*. [H , c] = —hujc, (16.45) 
ktere lehce spoctete, znate-li rovnost, jiz lehce zkontrolujete rozepsanim 

[AB, ^ A\bM + [A, C]B. (16.46) 

Mame-li vlastni vektor \i/j) operatoru H odpovidajici energii (vlastnimu 
cislu E) 

H\tl>) = E\tl>), (16.47) 

6 Pozor, (a + 6) 2 = o 2 + ab + ba + 6 2 ^ a 2 + 2ab + b 2 , pokud a a 6 nekomutuji. 
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potom vektory c\ip), c*\tp) jsou take vlastni stavy H s energii E — }iuj resp. 
E + %uj (uzito roznasobeni, fakt, ze cislo E komutuje se vsim atd.): 

H$0l = ([H, c] + cH)\ip) = -iwc|^) + cE\if)) = (E- haj)c xp). (16.48) 
Hc*\tl>) = ■ c* H) ■(/:) = huc*\$$Ar-^E\xl>) = (E + hu;)c*\xj)). (16.49) 

Tyto rovnosti plati nesporne, avsak take mame pozadavek, ze vlastni cislo 
c*c nemuze byt zaporne (a tedy vlastni cislo H mensi nez %uj/ 2), protoze 
stredni hodnota operatoru c*c v normovanem stavu | ip) 

{ip\c* c\ip) = \(ip\ip), (ip\ip) = 1, (16.50) 

ktera je pro vlastni vektor \%j>) primo rovna vlastnimu cislu A, je vlastne 
ctvercem normy vektoru c\xj)). 

Reseni zahady zalezi v tom, ze rovnosti vyse jsou splneny proto, ze cely 
vektot £;’<p) se razem stane nulovym, jdeme-li s energii prilis nizko. Dovo- 
lene je jen takove spektrum energii, ze pro nejaky vektor |0) (rikejme mu 
vakuum) plati 

c|0) = 0 => c*c|0) = 0 => H\0) = |0). (16.51) 

Jinak receno, spektrum obsahuje hodnoty Tiuj/2, 5/ta;/2,..., jsou ekvi- 

distantne rozestavene a toho vyuzil Stvoritel v kvantove teorii pole: kazdy 
stav fotonu, stejne jako ostatnich bosonu, s danou velikosti a smerem hybnos- 
ti a s danou polarisaci, predstavuje jeden oscilator a stupen hladiny (vlastni 
cislo operatoru c*c) udava pocet fotonu v tomto stavu. 

Nedavno zavedenou terminologii bychom mohli rici, ze je vakuum cyklic- 

kym vektorem kreacniho operatoru. (c* n |0) tvori celou basi pro n = 0,1, 2_) 

To, ze zakladni hladina (nula fotonu) nema nulovou energii, byl jiste 
jeden ze stimulu k vystavbe supersymetrickych teorii. Pokud si myslite, 
ze staci rici, ze H = %ujc*c a zbavit se tak energie zakladniho stavu, vezte, 
ze potom nejde celkova energie psat jako objemovy integral jeji hustoty. 

16.4 Hermitovy polynomy 

Funkce „vakuum“ ma v souradnicove representaci tvar (vracime se opet 
k znaceni obvyklemu v matematice) 


(z|0) = ipo{x) = 


(16.52) 
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kde Xj je jednotkova delka 

(16.53) 

Vidime, ze &-nasobnym pusobenim kreacniho operatoru (kombinace x a 
d/dx) se k exponenciale prinasobi polynom £;-teho stupne. 

To nas vybizi k tomu, abychom exponencialni faktor vytkli (dale stavime 
k = m = (jj = Xj = l)a definovali skalarni soucin na prostoru polynomu 
{F = f exp(a; 2 /2)) 


b(F, G) = 


F(x)G(x)e x dx. 


(16.54) 


Hermitovy polynomy H n odpovidajici n-krat vzbuzenemu vakuu (n fo- 
nonu cili vibracnlch kvant) se obvykle normuji tak, ze 

b (H m , H n ) = S mn n\ ■ T V?F. (16.55) 

Pak lze psat jednoduchy vzorec (s konvencnim znamenkem) 

2 d m 2 

H m {x) = (—l) n e x — — e~ x . (16.56) 

dx m 

Abychom zjistili, ktery operator G ma za sve vlastm funkce Hermitovy po¬ 
lynomy, stacl si uvedomit, ze tento operator ziskame tim, ze polynom naso- 
bime exp(—. t; 2 /2), cimz ho prevedeme na vlnovou funkci harmonickeho os- 
cilatoru, zapusobime na toto hamiltonianem (z minule sekce) a opet delime 
exp(—m 2 /2), cimz vlnovou funkci opet prevedeme na polynom. (Pamatujme, 
ze H =l/2(x 2 -d 2 /dx 2 ).) 


G = exp(x 2 /2)H exp(— x 2 /2) = ^(--^ + 2z-^- + 1) 


(16.57) 


2 V dx 2 ' dx 

Takovy operator G ma tedy vlastm cisla 1/2, 3/2, 5/2 atd. (Abychom meli 
vlastni cisla 0,1, 2, staci vynechat jednotku v zavorce.) 

Tvar nekolika prvnich Hermitovych polynomu 

Hq = 1, Hi = 2x, H 2 = 4x 2 - 2, 

H 3 = 8x 3 - 12a, H 4 = 16a; 4 - 48a; 2 + 12. 

Plati rekurentni vzorec 

H n+ 1 - 2 xH n + 2nH n _ 1 = 0 (16.59) 

a polynomy lze ziskat jako koeficienty MacLaurinovy rady vytvorujici funkce 


(16.58) 


* = Y,H n (x)-. 


(16.60) 
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16.5 Legendreovy polynomy 


V pripade Legendreovych polynomu uvazujeme polynomy na ( — 1,1) se ska- 
larnim soucinem 

(g\f) = b(f, g) = J x f{x)g{x)dx. (16.61) 

Na tomto prostoru nas zajima Legendreuv operator (derivujte, vynasobte 
x 2 — 1 a opet derivujte) 


/9 \ d d d , i 

L = <a: = 




(16.62) 


Po substituci x = cos 6 nabude operator tvaru 


t JL d ■ a d 
L> = -^reTe sm6 Te- 


Ukazeme, ze je hermitovsky (L* = L). 


(16.63) 


f-i(£ (x 2 ^l)£f(x))g(x)dx= _ 

= - f\(x 2 ~ 1 )(£f(x))£g(x)dx = fl , f(%)£ : {(x 2 - l)£g{x))dx 

(16.64) 

Pouzili jsme dvakrat per partes. Hranate zavory byly tentokrat nulove proto, 
ze obsahovaly cinitel (x 2 — 1 ), ktery nabyva v bodech ±1 nuly (alespon pokud 
jsou f,g polynomy). 

Vlastmmi vektory jsou Legendreovy polynomy, obvykle normovane podle 
vztahu 

1 d n 

= (16 - 65) 

Prvnich par polynomu ma tvar (jsou prepocteny i na kosiny nasobku 6 po 
substituci x = cos 6) 


Po = 1, P\ = x = cos 0, 

P 2 = |(3x 2 - 1) = ± (3 cos 20 +If, (16.66) 

P 3 = 7}(5x 3 — 3x) = |(5cos30/#i)|cos0). 

To, ze jsou vlastmmi vektory, je videt z toho, ze jsou na sebe kolme. Provadi- 
me-li ortogonalisaci l,x,x 2 ..., vyjdou nam jednoznacne (az na koeficienty) 
vektory. Na druhe strane, hledame-li mezi polynomy n-teho stupne vlast- 
ni vektor L, ktery (protoze vlastni) je kolmy na vsechny polynomy nizsich 
stupnu, vyjdou take jednoznacne. 
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Kolmost overite nasobnym provedenim per partes na vyrazu 

/ I jn jm 

(16 ' 67) 

Mimo jine, pro polynomy normovane zpusobem vyse, plati vztah ortogona- 
lity (n -t 1 /2 da dost pocitani) 

b (P n ,P m ) = -^ T . (16.68) 

n'-P |r 

Presto nas zajima spektrum Legendrianu (nasobime koeficientem n = 2 n -n\). 

L («P„)(x) =£(x 2 ~ 1)” = 

= 2x £^( x2 ~ !)” + - l)£S?(z 2 - !)" = 

= - !)” - 2 ^fSr(^ 2 - !)"- (16.69) 

—n(n + \)-£^(x 2 — 1)" = 2 nx(x 2 - 1)" - 2 nx ( x 2 - 1)” — 

-n(n + \)-£-^{x 2 - 1)" = n(n + 1 )nP n (x) 

Nekolikrat byla uzita Leibnizova formule pro JV-tou derivaci soucinu 

{m)W = uWhyNuMJp feV -2)^ • • • • ta/' V) (16.70) 

analogicka binomicke vete. Tak napriklad v posledni uprave polozime v pr- 
vem clenu N = n + 1, u = (x 2 — 1)”, v = 2 nx a mame (cleny, kde se v 
derivuje vice nez jednou, jsou nulove) 

f jn +1 H n+1 d n 

^T^nxix 2 - 1)" = 2n.r^ TT (.'r? - 1)" + 2n(n +1) —(, 2 - If. (16.71) 

Posledni napsany clen 2n(n 4^1) se trochu odecte s n(^|pi|| a predposledni 
vyrusi s predposlednim v upravach. Prostredni upravu pri vypoctu spektra 
kontrolujte pozpatku, pri prirazeni u = d/dx(x 2 — 1)", v = (x 2 — 1), N = n+1. 
Tentokrat jsou nulove cleny, kde se v derivuje alespon trikrat. 

Vidime, ze P n je vlastni funkce prislusejici vlastnimu cislu n(n i 1). 

Bez dukazu konstatujme na zaver jeste, ze polynomy lze pocitat podle 
rekursivniho vzorce 

(n + l)P n+ \ — (2 n + 1 )xP n + nP„_i = 0 (16.72) 

nebo jako koeficienty Taylorova rozvoje vytvorujici funkce 

(1 - 2 tX + t 2 )” 1 / 2 = j>2 P n (x)t n 


( 16 . 73 ) 
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(konverguje 7 pro |t| < — l|), z toho plyne, ze po dosazem x = 

1 dostaneme nalevo 1/(1 — i), coz je geometricka rada o i”, a tudiz 
Vn P n (l) = 1, ze jejich definici lze rozepsat 




(n — 2)! 


nebo ve vyjadrem x = cos 6 


P n (cos O') = £ ^7 ^ 2 -* j ^ 2 ” _ f j cos(n - 2i W- 


(16.74) 


(16.75) 


Prevracenou hodnotu vzdalenosti dvou bodu o sferickych souradnirich (r, 0,0) 
a (p, 6, 4>) lze vyjadrit jako 


(r 2 — 2rpcosg#p 2 ) 1//2 = ^ P n (cos9 )-^-j- (16.76) 

n=a 

pro p < r; pro p > r ve vzorci vymemme rap. 


Krokem ke sferickym funkcim jsou pridruzene Legendreovy polyno- 

my 

P! n {x) = (1 - x^-^PAx), ( 16 . 77 ) 

po dosazem 

1 pi + 771 

^ W = 2 T «(1 - - »' 06 - 78 ) 

ktere pro kazde m = 0,1,..., l (vsimnete si, ze vse funguje i pro m = —l, — 

1,..., —1) tvori ortogonalni basi. Vztah ortogonality je 

L os-™) 

Jsou vlastnimi vektory (prislusne vlastnimu cislu 1(1 + 1)) operatoru 

< i 2 - 1 > | 7 +^£-^- ( 16 . 8 °) 

Vetsinou se nasobi urcitym faktorem. Tzv. normovane pridruzene Le¬ 
gendreovy polynomy jsou 

7 Pro |a;| < 1, coz je napr. vzdy pro x = cos 6, konverguje vzdy je-li |t| < 1 
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Jsou dobre definovany pro vsechna m = —l, —Z + 1,...,Z — 1,Z a 

Vi. m = (-1 ) m Vi m . (16.82) 


Sfericke funkce 

Asi jste uz nekdy slyseli o tom, ze velikost vektoru orbitalniho momentu 
hybnosti je y/l(l + l)h. Nedavno jsme nasli operator s vlastnimi cisly 1(1 + 1). 
Ano, operator 

L = L X L X + LyLy + L Z L Z (16.83) 

ma vlastni cisla l(l+l)h 2 , protoze ho jistym zpusobem lze prevest na operator 
Legendreuv. 

Uvazujme tedy prostor funkci na jednotkove sfere (to jest mnozina bodu, 
kde r = 1), jinymi slovy - zavedeme sfericke souradnice 


x = r sin 0 cos 0, y = r sin 6 sin 0, z = rcosd (16.84) 


a dumejme o prostoru vsech funkci 6 E (0,7r), 4> E (0, 2n), na nemz definuje- 
me skalarni soucin vztahem 


b(f, g) = f dCl fg=f sin 6d6 [ d<f> f(d,<f))g(0,<j)), (16.85) 

Jsiera Jo Jo 

v nemz jsme vyjadrili element prostoroveho uhlu dfl = sin Odd dip tak, aby 
byl invariant ni vuci rotaci souradnic. 

Na tomto prostoru mejme dva operatory 




i d . d_ _ i a 2 

sin 0 86 Sm 86 sin 2 6 dcj) 2 ’ 


(16.86) 


ktere komutuji (jedine, s cim muze 8/8(f> nekomutovat, je /(0), a ta se zde 
nevyskytuje). M ma vlastni cisla m E Z a L ma vlastni cisla l(l 4-1), 
l = 0,1,2... a spolecne vlastni funkce Y( m budeme nazyvat kulove ne- 
boli sfericke funkce s momentem hybnosti l a jeho treti slozkou m. Cislo 
m nabyva hodnot —l,—l+l,...l — l, l. 

Normovane kulove funkce maji tvar 


Y lm (6, 0) = (27r)- 1 / 2 P to e^ (16.87) 


a nekdy se mluvi i o nenormovanych 

<s> lm = p[ n (co8 ey™*. 


(16.88) 
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Uvedeme zde tvar nekolika prvnich kulovych funkci, tvoricich ortonor- 
malni system vuci zadanemu skalarnimu soucinu (funkce Yi_ m je rovna 

(—l) m y ( m 8 ): 

b(Y lm ,Y M ) =6u'6 mrn ' (16.89) 

y 00 = -^=, Yw = ^-cosO, Y n * S in6e?*, (16.90) 

> 2 ° = cos 2 0 - , Y 21 = ^/Esinflcosfle^, (16.91) 

^ = \ ^sin 2 ft, 2 * y 30 = ^(|cos 3 ^ - f cos 6) , (16.92) 


y 31 = sin 0(5 cos 2 6 - l)e^, y 32 = sin 2 0cos0e 2 ^, (16.93) 

4 V An 4 V Z7r 


(16.94) 

y 4i = ^yjsin0(7cos 3 0-3cos0)e^, (16.95) 

y 42 = sin 2 6(7 cos 2 6 — l)e 2 *'(16.96) 

y 43 = -l/^ s in 3 0cos0e 3 ^, y 44 = |v/|^sin 4 0e 4 ^. (16.97) 

4 V 47r 8 V 87r 


Kdyz jsme jiz zabrousili do prostoru funkci vice promennych, nemuze- 
me nerici, ze nejprirozenejsi zpusob, jak ziskat spocetnou basi „polynomu“ 
na prostoru funkci na kartezskem soucinu intervalu, je uvazovat spolecne 
vlastni vektory dvou operatoru pusobicich na dve ruzne promenne (takove 
komutuji). 

Tak napriklad na prostoru funkci 

f(<fi,x) : (Wj£ r «f x (— 1 , l)y*$ C (16.98) 

existuji dva komutujici operatory 

p ~jfc 

8 Cinitel (—l) m nam zajist’uje platnost vsech vzorcu i pro m < 0 a ti, kteff definuji 
kulove funkce pro zaporna m bez ( —l) m , tak cini trochu kratkozrace. 
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a za basi prostoru funkci lze vzit spolecne vlastni vektory obou operatoru, 
souciny dvou funkci 


f kn ( ( j ) ,x)=e ik *P n (x). (16.100) 


16.6 Cebysevovy, Laguerrovy a dalsi polynomy 


Volme opet interval (—1,1), tentokrat ovsem se skalarnim soucinem 

_» P 1 rjnr 

b(f, g) = J_J{x)g{x)-j==, (16.101) 

ktery po substituci x = cos 9, 9 E (0, n) dava 

b(f,g) = [* f(6)g(0)d0 (16.102) 

Jo 

a je tedy jakymsi skalarnim soucinem na pulkruznici. 

Uvazme diferencialni operator 9 


C = >/1 - X 2 -j -\/1 - x 2 -^- = (1 - x 2 )-^ - x^-. 

ax ax flxA ax 

Vetami o substistuci nebo vyjadrenim 

d_ _ d 
dx — sin 6d9 

ihned usoudite, ze v promenne 9 ma tvar —d?/d9 2 . 

Je samoadjungovanym operatorem, protoze 


(16.103) 


(16.104) 


b(Cg, f) - f! l dx - 

= EJ^^(£l)-hsix = 

]' , + /l, )gdx = 

-big.C'f) 

(16.105) 

hranate zavorky vymizi v pripade, ze funkce f. g maji konecnou derivaci 
v bodech —1,1, jelikoz Vl — x 2 je zde nulove. 

0 Nejprve derivuji, pak nasobim %/l — x 2 , pak . .. 



252 


KAPITOLA 16. SPEKTRALM ROZKLAD, ADJUNKCE 


Vlastnimi vektory jsou CebySevovy polynomy (prvniho druhu) pri- 
slusejici vlastnimu cislu — n 2 


T n (x) = (1 - z 2 r 1/2 |^(l - x 2 ) n+1 / 2 = cos(narccos x) = 

= xU ~ ( 2 ) ( 4 j x n ~ 4 {l - x 2 ) 2 - + ... 


(16.106) 


Dalsimi linearne nezavislymi vlastmmi vektory jsou CebySevovy poly¬ 
nomy druheho druhu (jde o polynomy nasobene y/l — x 2 ) 

U n (x) = sin(n arccos x), (16.107) 


tvorici dalsi ortogonalni basi prostoru funkci. Vsimnete si, ze i v pripade, 
kdyz obe funkce /, g maji tvar polynom krat y/\ — x 2 , tak hranate zavorky 
vymizi, ponevadz je-li / = F\/l — x 2 pro polynom F a g = G\J 1 — x 2 pro 
polynom G, je 


4j— 


= +uj f , —g = — 


(16.108) 


kde symbol ujp a ujg oznacuje vyrazy, ktere jsou nulove pro s = ±la (nebot’ 
nasobeny \/\ — x 2 ) v hranatych zavorkach tedy vymizi. Zbyle cleny daji 


- 


(16.109) 


a vymizi tedy take. (Pozor, podminka samoadjungovanosti nebude splnena 
v kombinovanem pripade, tj. pokud / bude polynom a g bude G\J 1 — x 2 .) 

Uvedeme jeste tvar nekolika prvnich Cebysevovych polynomu: 

U 0 = 0 , U\ = Vl - x 2 , U 2 = 2 xVl - x 2 , 

U 3 = (4x 2 — l)\/l — x 2 , U 4 = ( 8 a : 3 — 4x)\/l — x 1 ... 

T 0 = 1, T, = x. T 2 = 2x 2 - 1. T 3 = 4a ; 3 - 3a;, 

T 4 = 8 a ; 4 — 8 a ; 2 + 1, T 5 = 16a; 5 — 20a ; 3 + 5a;, 

T 6 = 32a; 6 - 48a; 4 + 18a; 2 - 1, T r = 64a; 7 - 112a ; 5 + 56a; 3 - 7a;, 

T 8 = 128a; 8 - 256a; 6 + 160a; 4 - 32a; 2 + 1, 

T 9 = 256a; 9 - 576a; 7 + 432a; 5 - 120a ; 3 + 9a; 

(16.110) 

Pro uplnost zde jeste bez dukazu uvadime rekurentni vzorec (stejny pro T i 

U) 

T n+ 1 - 2xT n AT n -i = U n+ 1 - 2 xU n + U n -i = 0 (16.111) 



16.6. CebySevovy, laguerrdvy a da lSi polynomy 


253 


a tzv. vytvorujici funkce 


1 -t 2 

1-2 tx + t 2 


E T n (x)1^% 


-1- (16.112) 

1-2 tx + t 2 ^ sf\ - x 2 


Shrnme jeste vztahy ortogonality 

f-l T m (x)T n (x) = § (Smn + ^-m,n)j 

f\ U m (x)U n (x) 7 M= = s(«J mn _ 5- m , n ). 


(16.113) 


Nejlepsi aproximace jsou pomoci Ceby§evovych polynomu 

Cebysevovy polynomy hraji dulezitou ulolm v teorii aproximaci (funkci) po¬ 
lynomy. Polynom p nazveme nejlepSi aproximaci dane spojite funkce / na 
intervalu (a, b) v tride polynomu P n stupne nejvyse n , pokud 

mf \\f~q\\ [||/|| = max |/(f)|| (16.114) 

<K Pn [ J 

se realisuje prave pro q = p. 

Cebysevova veta. Polynom nejlepsi aproximace je prave jeden. Dale, 
je-li p polynomem nejlepsi (n-te) aproximace funkce /, tak existuji body 
a < a\ < <22 < ■ ■ ■ < o, n < b takove, ze cisla 

Si := f (a,i) - p(a,i) (16.115) 

stridaji znamenka pro i = 1,..., n a V* Si = ||/ — p\\. 

Dulezity dusledek vety. Nejlepsi aproximaci funkce 

f{x)=x n (16.116) 

v prostoru P n 1 je prave ten polynom q E P n 1 , pro nejz je 

x n -q(x) (16.117) 

odpovidajicim nasobkem T n {x). Jinymi slovy, mezi vsemi polynomy n-teho 

stupne se stejnymi koeficienty u x n je prave (nasobek) T n (x) nejlepsi apro¬ 
ximaci nulove funkce. 

Cviceni. Pokuste se dokazat posledni dusledek, eventualne i Cebysevovu 
vetu. 
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Laguerrovy polynomy 

Jiz jen telegraficky si rekneme o Laguerrovych polynomech 

UM = ^ j (16.118) 


ktere tvori ortogonalni basi 10 vuci skalarnimu soucinu na intervalu tentokrat 
( 0 , oo) (cinitel c. f zajist’uje konvergenci) 


b(f,g) = [ e X f(x)g(x)dx. 

Jo 

Tvar nekolika prvnich je 

L 0 = 1, L\ = 1 — x, L 2 = 2 — Ax + x 2 , 
L 3 = 6 — 18a: + 9a; 2 — x 3 , 

L 4 = 24 - 96a: + 72a; 2 - 16a: 3 + x 4 , 

L 5 = 120 - 600a: + 600a: 2 - 200a: 3 + 25a; 4 - x 5 

daji se pocitat podle rekurentniho vzorce 

L n+ 1 — (2 n + 1 — x)L n + n 2 L„_i = 0 


a vytvorujici funkce je 


exp[— xt/(l — f)] 




i*i < t 


(16.119) 


(16.120) 


(16.121) 


(16.122) 


Funkce L n jsou vlastnimu cislu n prislusejici vlastni funkce hermitovskeho 
operatoru 

+ (16 - 123) 

a jsou tedy ortogonalni. 

Pro kazde m = 0,1, 2,... lze ziskat jeden system ortogonalnich polynomu 11 
L™, L™ +1 , |_ 2 , ■ ■., tzv. pridruzene Laguerrovy polynomy (pro pripad 

m = 0 dostavame prirno puvodni Laguerrovy polynomy) 


K= £^ Ln{x) = ( - irn! ”§ (™+i) { ~u~' < 16 - 124 > 

10 Pomoci nich se vyjadruji radialni casti vlnovych funkci atomu vodiku. 

n Aby system byl L q 0 , L\, .. uzivaji nekteff autori jinou definici: L q = (-l) q -j^L p+q (x). 
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maji vytvorujici funkci 


exp[— xt/(l — t)] 
(-l) m (l -t) m + l 


' E L n^)—r 


a vztah ortogonality je 


H L n, L n' 


x m e x L™{x)L™{ x )dx 


<W(n!) 3 
(n — m)\ 


(16.125) 


(16.126) 


Funkce L™(x) jsou vlastnimu cislu n — m prislusejici charakteristicke funkce 
operatoru 

— X ~T-^ + (x — m — 1)-t-. (16.127) 

dx 1 dx 

Zjistete, kterak v tomto pffpade hodnota hranatych zavorek zajistf hermitovost 
tohoto operatoru. 

Na zaver se pokuste vytvorit dalsf hermitovske operatory a skalarnf souciny, 
vedoucf k definidm dalsfch trfd ortogonalnfch polynomu. Mozna dojdete k za- 
veru, ze uvedene prfklady jsou opravdu temi nejhezcfmi. 

Take Besselovy funkce jsou vlastmmi funkcemi urciteho operatoru a 
tvori jiste ortogonalni systemy funkci, ortogonalni vsak nikoli proto, ze sy¬ 
stem obsahuje vlastni funkce odpovidajici ruznym vlastnim cislum, ale na- 
opak obsahuje funkce J n {\x), cili ruzne (ve smeru osy x) roztazene funkce 
pnslusejiri jednomu vlastnimu cislu K n , a tak se vymykaji zde diskutovanemu 
tematu, stejne jako hypergeometricke funkce (resp. Jacobiho polyno- 
my, ktere z nich ziskame jen urcitou transformaci parametru) a kterych 
jsou Legendreovy a Cebysevovy polynomy specialnim pripadem pro zvlastni 
volbu parametru, a tak zajemce odkazujeme na cetnou literaturu. 


16.7 Diagonalisace konvolucniho operatoru 

Pripomenme na uvod pojem charakteru zavedeny v odstavci dualni grupa. 

Necht’ G je konecna Abelova grupa (mysleme treba primo na Z p ). Vnorme 
G do formalniho linearniho obalu nad G, tzn. do (tento prostor dale 
znacime symbolem £(G) a jeho prvky jako {x g \ g E G}; samotne prvky G 
potom ztotoznime s {S ga \ a E G}). Zobrazeni „translace“ („posunu“) 

{a H- a - 


g} : G ^ G 


(16.128) 
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linearne prodlouzime predpisem 

{x a | a G G} {{T g x)a = x a - g | a G G} (16.129) 

na operator T g definovany na celem £(G). 

Definice. Libovolny operator na £(G), ktery je linearni kombinaci ope- 
ratoru posunu, nazveme konvolufinim operatorem (konvolucf). Je-li 

/ E F (9)Tg, (16.130) 

geG 

nazveme funkci {F(g) \ g G G} jadrem konvoluce /. 

PqznAmka. Pozdeji budete v analyze zkoumat spojitou analogii tohoto 
pojmu na G = K. Tam bude analogicky konvoluci funkci X a F funkce 

(F * X)(t) = J°° F(t - s)X(s)ds (16.131) 

a tedy X \F * X bude konvolucnim operatorem s jadrem F na vhodnem 
prostoru funkci na R (pricemz samozrejme vyvstanou ve srovnani s konec- 
nou grupou G nove technicke problemy spojene s otazkou, jaka jadra jsou 
pripustna, aby uvazovany operator mel rozumne vlastnosti). 

Neni tezke nahlednout, ze kazdy konvolucni operator je normalni (pokud 
nerozumite, uzijte rejstrik nebo ignorujte) (cemupak je asi rovna adjunkce 
k T 9 !?), takze ma smysl chtit ho diagonalisovat. Ve skutecnosti - v dusled- 
ku komutovani vsech translaci - lze provest tuto diagonalisaci pro vsechny 
konvolucni operatory naiednou . Nize uvedenou vetu jsme jiz jednou pouzili 
- pri vypoctu cirkulantu: 

Veta. Necht’ T je konvolucni operator s jadrem F. Potom je T diagona- 
lisovan v ortogonalni basi vsech charakteru G a plati 

T{ip) = F{ip)ip (16.132) 


pro libovolny charakter (p, kde 

F(<f) = £(9)F{g). 

§eG 


(16.133) 
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PqznAmka. Tato veta je zakladem celeho matematickeho oboru - tzv. 
harmonicke analyzy. Viz teorii Fourierovych rad a Fourierovych transfor- 
maci. Prinasime nekolik dusledku: 

Parsevalova rovnost. (N je pocet prvku G.) 

El^)l 2 = ^ ( 16 - 134 ) 

Staci si uvedomit, ze prechod od kanonicke base k basi dane charaktery 
normalisovanymi faktorem 1 /y/N, je unitarmm zobrazemm. 

Druhy dusledek. O uziti nasledujici rovnosti se jeste zminime v pod- 
kapitole o tensorech a nezavislych jevech. (Je to pouhe skladani diagonalnich 
matic.) 

F 1 *F 2 = F l - F 2 (16.135) 


PqznAmka. Hezci, vuci GaG symetrickou variantu Parsevalovy rov¬ 
nosti dostaneme v nasledujici normalisaci. Ztotoznime G i G 1 s aditivni 
grupou cisel {k/y/N, k = 0,1,... N — 1}. Pisme tedy charaktery G ve tvaru 


<P%(x) = exp( 27 u£a;), x 


k 

y/N’ 


l 

y/N' 


Pisme 

xeG 


Bereme-li skalarni souciny 


b ( F ,G) = ^ xgG F(x)G(x) 

h(F.G)=^^ c ,F(Zmi 


(16.136) 

(16.137) 


(16.138) 


(faktor 1 /y/N je tu proto, aby prislusna „rovnomerna mira“ na G a G 1 
s vahou kazdeho bodu 1/y/N presla v limite nize v miru Lebesgueovu) ma 
Parsevalova rovnost tvar 

lf^ji=||^;|. (16.139) 

Pro N —>■ oo pak prechazime k Fourierove transformaci, kde Parsevalova 
rovnost ma tvar 

J R \F(x)\ 2 dx = JjFiofm- 


( 16 . 140 ) 
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Jina normalisace (prvky G' uvazujeme zde opet celociselne) 

F m (‘P) = ^Y,v(9)F(9) (16-141) 

geG 

vede k variante 

1 E \ p (9)\ 2 = E (16-142) 

<?£ G ipeG' 

coz je zase obvykly a vhodny tvar pro prechod (pri N —>■ oo a preskalovani 
G obdobne jako nahore, ale faktorem 1 /N) k teorii Fourierovych rad. Nalevo 
potom vznikne integral pres [0,1]. 

Harmonicka analyza je peknym prikladem postupne abstrakce matema- 
tickeho oboru - ktery vznikl „zkoumamm kmitu“ (treba strun hudebnich 
nastroju) a nachazi mnohe aplikace treba v elektrotechnice a o nemz je po 
300 letech rozvoje s jistou nadsazkou take mozno rici, ze to je „pouze“ jisty 
specialni pripad diagonalisace operatoru - totiz konvolucniho operatoru - a 
to vuci basi dane vsemi charaktery dane grupy. ('v’) 



Kapitola 17 

Kvadraticky svet 

17.1 Bilinearni a kvadraticke formy 

Definice. Zobrazeni na kartezskem soucinu vektorovych prostoru 

F: Vi x V 2 x ... x V*^R/C (17.1) 

nazveme multilinearnim (=linearm v kazde promenne), pokud plati 

• F (■#! v|, V2, ■ ■ •, v„) = F(vi,..., v„) + F(v' l5 V2,..., v„) 

• F(Avi, v 2 ,..., v„) = AF(v 1? ..., v„) 

(pokud je to rovno Ai ?1 (vi,..., v n ), zobrazeni je v dane promenne an- 
tilinearni) 

a obdobne rovnosti pro ostatni promenne. V teto kapitole mluvime o pripadu 
n = 2, proto ona predpona „bi“ v oznaceni bilinearni formy. 

V pripade n = 2 je ovsem nejdulezitejsim prikladem zobrazeni duality: 

{(v, w') i-> u/(v)} : V x V -> M/C. (17-2) 

Z vety o representaci vime, ze jakekoliv bilinearni zobrazeni z Y x V' lze 
prenest na Vx V vztahem 

G(v, w) := F(v,j(w)). (17.3) 

Pak je ale zobrazeni v druhe promenne antilinearni a nikoli linearni. 
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Abychom mohli mluviti napr. i o skalarnim soucinu na komplexnim pro- 
storu jako o bilinearni forme, ucinrne umluvu, ze bilinearnim zobrazenim 
B budeme rozumet zobrazeni B : ¥x¥ —>■ R/C linearni v prve a antilinear- 
m v druhe promenne. V ciste algebre (neovlivnene „prehnanym“ durazem 
na hermitovske formy) se bilinearni formou nazyva forma linearni v obou 
promennych; to, co my jsme nazvali bilinearni formou, se obvykle nazyva 
sesquilinear form apod. Ze sesquilinearnich se preorientujeme na skutecne 
bilinearni formy v kapitole o tensorech. 

Definice. Zuzeni neboli restrikci Kb 

(v^S(v,v)} : V-#C (17.4) 

nazveme kvadratickou formou odpovidajici dane bilinearni forme. 

Nabizi se otazka, zda se touto restrikci neztrati nejaka informace o pu- 
vodni (hermitovske, sesquilinearni) bilinearni forme B. Odpoved’ „neztrati“ 
dava nasledujici 1 

REKONSTRUKCNI VETA. 

B(x, y) ^ (K b (x f ; y) - K b {x - y) + iK B {x. + iy) - iK B (x - iy)) 

(17.5) 

Na realnem prostoru lze dokonce psat 

B( u, v) = ^{K b ( u + v) - K b (u - v)). (17.6) 

Identicka vet,a byla uvedena uz v kapitole o skalarmm soucinu, dukaz 
proved’te timtez roznasobenim. 

PUSLEDEK. Pojmy „symetricka bilinearni (nebo sesquilinearni) forma“ 
a „kvadraticka forma“ budeme die libosti zamenovat. 

Definice. Bilinearni formu nazveme hermitovskou resp. symetric- 
kou, pokud plati 

Vv, wgY B(v, w) = B(w, v) resp. B(w, v). (17.7) 

Vidime, ze pro realne formy oba nove pojmy splyvaji. 

1 Mluvime o „sesquilinearmch“ formach. 
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Skalarni soucin ted’ lze chapat jako hermitovskou bilinearni formu, ktera 
je navic positivnf: 

Vv / 0 B(v, v) > 0. (17-8) 

Pojem hermitovske (samoadjungovane) kvadraticke formy je tedy zobec- 
nenim pojmu skalarniho soucinu. 

17.2 Mat ice kvadraticke formy 

Definice. Necht’ V]..... v„'jc nejaka base V. 

Matici 2 A = (a^) s prvky aij = nazveme matici dane bili¬ 

nearni formy B. 

Dva VEKTORY. Pokud v tomto prostoru mame dva vektory 

* = £%#, y = J2^y\ (17.9) 

?=i 

potom je 

= Y^ B (yix\v j y : >) = Y^x % B(v % .v£$h (17.10) 

i,j i,j 

coz lze prepsat do tvaru maticoveho soucinu (x je sloupcova matice se sou- 
radnicemi x tak, jak se vektor obvykle pise) 

B(x,y) = y*A T x nebo x r Ay. (17.11) 

(Vse plati i v R”. kde lze vynechat pruhy a hvezdicku nahradit teckem.) 

Kvuli shode s obvyklym znacenim v kvantove mechanice, kde se sdruzuje 
levy cinitel (bra-vektor), 3 budeme uzivat prveho zapisu s transponovanou 
matici A t . Vidime, ze hodnotu bilinearni formy ve vektorech x, y lze nahlizet 
jako skalarni soucin 

£(x,y) = 6(f(x),y), (17.12) 

kde zobrazeni / je dano vzorcem 

f(x) = A T x. (17.13) 

2 Fakt, ze piseme oba indexy dolu, je spravne. I na prave strane jsou oba dole. 

3 Pvodm poznamka o bracketech na strane 62. 
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(Bude-li fee o bracket-zapisu, budeme minit matici formy matici transponovanou 
k te, o niz jsme mluvili, bezne budeme pracovat s ket-vektory, jejichz souradnice 
budeme psat do sloupce, zatimeo prislusne bra-vektory budou vektory dualniho pro- 
storu se souradnicemi sdruzenymi proti odpovidajicim ket-vektorum a zapisovanymi 
do radky. Skalarni soucin budeme nadale psat 


&(x, y) = (y\x) = y*x. 

(17.14) 

Nastesti, alespon v realnem pripade je jedno, kam umistime pruh.) 

Veta. Necht’ A resp. A' je matici B vuci basi vi,.. 
Necht’ matici prechodu od v* k je matice C: 

., v n resp. v' t ..... v'„. 

( . . . , V(, ) ( V], ..., v„ 

) C. (17.15) 

PAK JE A' = C t AC. 

(17.16) 


Uvedomte si rozdily proti zmene matice zobrazenf. 


Dukaz. Tabulku A = (a^) lze znazornit jako maticovy soucin 


sloupce 

('j 

a radku 

( Vp 


\ v n / 




(17.17) 


kde soucinem prvku v, ■ Vj minirne B (v,, Vj) = a, 71 . Pisme vztah mezi basemi 
take transponovane: 

= C T ^ : | (17.18) 

a pronasobme sloupce a radky. Dostaneme vztah 



i j ■ ( v' l5 ..., v' n ) = C T ^ : j • ( V,. ..., v„ )C (17.19) 
tedy vskutku A' = C T AC, (17.20) 


kde je nasobeni dane predpisem B a pruh u C vyjadruje antilinearitu 
v druhem ciniteli. 
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Ve slozkach vypada dukaz 

a'ij = 5(vj, v') =Y,B{v k c k h vic l j) = Y / cJ k a k ic l j . 

k,l k,l k,l 

(17.21) 

PRIKLADY BILINeArnich FOREM. Z analyzy jsme zvykli na linearisaci 
problemu (pocitani s diferencialem zkoumanych funkci). Tam, kde lineari- 
sace dava nedostatecnou informaci, napr. 4 v okoli extremu, nastupuje jem- 
nejsi metoda: zkoumane funkce nahrazujeme jejich linearne-kvadratickymi 
aproximacemi, tj. Taylorovym rozvojem 2.radu. (Pokud se prvnl diferencial 
anuluje, zbude jen kvadraticka forma.) 

Pro funkce / : —> M tak dostavame kvadraticke formy typu 

B(x,x) = y x'aij'xA. x E R n . (17.22) 

ij 

Analogicky, na prostorech funkd muzeme takto dospet ke kvadratickym for- 
mam tvaru napr. 

B(f,g) = J* (/^ dt, (17.23) 

kde J je nejaka funkce dvou promennych (,jadro“ dane bilinearni formy). 

Budiz poznamenano, ze skalarni soucin dostaneme pro 

a ij = Sij a J{s,t) = p(s)S(s — i), (17.24) 

kde p je vaha (napr. 1 nebo e~ x ) a S(x) je Diracova funkce. 

Jednoduche priklady kvadratickych forem dostavame, merime-li (treba 
euklidovsky) vzdalenosti na podprostorech M", ktere nejak parametrisujeme, 
cimz vyjde kvadrat vzdalenosti bodu jako kvadraticka forma rozdilu zmine- 
nych parametru. Tim jsme poukazali na prirozenost zadani vzdalenosti v R m 
(kde m < n) pomoci vhodne kvadraticke formy (s matici obecne odlisnou 
od jednotkove) a muzeme zformulovat 

CVICENI. Spoctete vzdalenost bodu od podprostoru E C M m v metrice 
dane kvadratickou formou na M m s matici A. 

(Priklad: vzdalenost bodu od primky v M 2 , kde vzdalenost mefime po¬ 
moci kvadraticke formy s nejakou matici A.) 

4 Jiny priklad: pokud zavislost sily pruziny na vychylce aproximujeme linearne, musime 
zavislost energie aproximovat kvadraticky. 
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Priklad-Toeplitzovy formy. 5 Mejme kvadratickou for mu na R". je- 
jiz matice vuci kanonicke basi ma prvky invariantm vuci posunu v cyklicke 
grupe {0,1..... n — 1}, tzn. prvky a n zavisi pouze na j — i modulo n. (Treba 
suma ctvercu rozdilu sousednich souradnic; Oan -1 jsou take sousede.) 
Takoveto forme se rika Toeplitzova a prislusny representujlci operator je 
ovsem konvolucni operator (viz. str. 256); spektralni rozklad tarn uvedeny 
dava pak diagonalisaci uvazovane kvadraticke formy.) 

Cviceni. Charakterisujte prfpady, kdy konvolucni operator je dokonce sa- 
moadjungovany. (Odpoved': kdyz ma „symetricke jadro“ tzn. kdyz je repre- 
sentujicim operatorem Toeplitzovy formy; viz dale - formulujte podrobneji). 

17.3 Diagonalisace kvadraticke formy 


Definice. Rekneme, ze bilinearni forma ma vuci dane basi kanonicky 
cili diagonalnf tvar, pokud jeji matice vuci teto basi je diagonalni. 

Priklad. Uvazujme symetrickou formu R(v. w) danou v kanonicke basi 
ei,e 2 prostoru R 2 predpisem 

R(v, v) = x 2 — 2xy + 2y 2 , v = (x, y) = eix + e 2 y, (17.25) 

podrobneji -B(v, v 7 ) = xx' — xy' — yx' + 2 yy'. (17.26) 

Forma B samozrejme nema vuci basi ei,e 2 kanonicky tvar; 

jeji matice je ^ ^ J j . (17.27) 

Napiseme-li vsak B(v, v) ve tvaru 

( X -y) 2 +y 2 = ( X ") 2 + (y") 2 , (17.28) 


kde x" = X — y a y" = y : znamena to, ze uvedena forma ma jednotkovou 
matici vuci basi e" = ei, e^' = ei + e2, protoze (overte) 


B{e". e'() = B(%, e![) = 1, B(e'(, %) = R(e' 2 ', e'() = 0 (17.29) 

6 Jsou dulezite v teorii pravdepodobnosti pri zkoumani stacionarnich nahodnych proce- 
su, v modelech statisticke fyziky a kvantove teorie pole i jinde. 
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a diky bilinearite nasledne 

B(v, v) = ( x ") 2 + ( y ") 2 pro kazdy vektor v = e"x" + e^'y". (17.30) 

Formu jsme tak diagonalisovali vuci basi, ktera neni ortonormalni (ani orto- 
gonalni) v obvykle euklidovske nor me. 

Representace hermitovske formy operatorem 

Veta o representaci bilineArni FORMY. Pro hermitovskou kvadra- 
tickou formu B na linearnim prostoru Y se skalarnim soucinem b existuje 
jednoznacne urceny hermitovsky operator / : V —> V takovy, ze 

5(v, w) = b(/(v), w) = b(v, /(w)). (17.31) 


Dukaz. Necht’ B je libovolna bilinearni forma. Representujme linearm 
formu 

{v H? 5(v, w)} : V^C (17.32) 

vektorem w°: B(v, w) = b(v, w°) Vv E V. 

Potom operator /(w) = w° (overte linearnost) splhuje hledany vztah 

S(v, w) = b(v,/(w)). (17.33) 


Dokazali jsme tedy obecnejsi tvrzeni a hermitovost B potrebujeme jen 
proto, aby bylo 

b(v, /( w)) = B(v, w) = B( w, v) = b(w, /(v)) = b(/(v), w). (17.34) 

Diagonalisace hermitovske formy 

V nedavnem prikladu jsme diagonalisovali vuci basi, ktera neni ortogonal- 
ni v obvykle euklidovske norme. Hermitovska forma vsak muze byt vzdy 
diagonalisovana v ortonormalni basi: najdeme vlastni vektory dane 6 matice 
(neboli matice representujiciho operatoru), normujeme je (nestaci-li nam jiz 
ortogonalni base), pokud nekteremu vlastnimu cislu prislusi vicerozmerny 

0 Doporucujeme pracovat s matici transponovanou proti puvodni definici, tedy ciij = 
B(vj,Vi), neboli v kvantove konvenci (B je i nadale antilinearni v druhe promenne.) 
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prostor vlastnich vektoru, tak jeho basi Gramm-Schmidtovsky ortogonali- 
sujeme, a dojdeme ke kanonickemu tvaru formy, protoze vlastni vektory 
hermitovske matice prislusejici ruznym vlastnim cislum jsou (v obvyklem 
skalarnim soucinu) kolme (o tomto nemuze byt feci v ostatnich metodach, 
ktere uvedeme, v nichz nehraje „kanonicky“ skalarni soucin zadnou roli): 


Veta. Necht’ A je hermitovska 7 matice. Pak existuje diagonalni matice 
D a unitarni matice U (jejiz sloupce tvori souradnice jednotlivych vlastnich 
vektoru A) takova, ze 

A = UDU 1 (U-feu*). (17.35) 

(Pokud mate potize se zapamatovanim, ze ma-li U mit ve sloupcich vlast- 
ni vektory, pak musime psat U nalevo od D, navrhujeme vam napr. tuto po- 
mucku: AU = UD, protoze napiseme-li na pravou stranu sloupec „jednicka 
a zbytek nuly“, coz je prvni vlastni vektor vy vyjadreny v basi vlastnich 
vektoru, je UDvi roven A-nasobku tohoto vektoru zapsaneho ve stare basi, 
stejne jako AUvi.) 

Zpet k PRIKLADU. Najdete-li vlastni cisla (1/2(3 ± v^5)) dane matice a 
odpovidajici vlastni vektory e"', e!"■ ktere normujete, budete mod kvadra- 
tickou formu psat ve tvaru 

K B {e"'x'" + e"y"') = —{x'"f + (17.36) 


Metoda doplneni na ctverec 

K jejimu vylozeni od vas potrebujeme znat vzorec 

(ddp bf = a 2 + ‘lab + b 2 . (17.37) 


Upravujeme vyraz 

£ aijx l xi = au{x 1 ) 2 + 2aux 1 x 2 + ... + 2a\ n x 1 x n 


+ a,ijX l xi — 

(17.38) 


kde x 1 = x 1 + A ... + ^x n . Uplatnime-li stejny postup dale na radu 
a 22 (x 2 ) 2 , ■ ■ ■ atd., dostaneme vyraz 

a ii(x^) 2 + o, 22 (x 2 ) 2 + • • • + b, nn {x n ) 2 . (17.39) 


7 Dulezity pripad je realny, kdy slova „hermitovska“, „ unitarni" lze nahradit slovy „sy- 
metricka", „ortogonalm“. 
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Takoveto upravy lze ovsem provest pouze za predpokladu an / 0, 022 / 0 
atd. Pokud Vi a rt = 0 (jinak bychom zacali upravovat vzhledem k libovolne- 
mu aa(x' 1 ) 2 takovemu, ze an / 0) a pokud je alespon jeden prvek an / 0 — 
treba an / 0 (opacny pripad Vi an = 0 je trivialni, na souradnici x l forma 
nazavisi, cili bude an = 0), provedeme nasledujici substituci jako prvni krok 
upravy (a; 1,2 jsou a; 1,2 rotovane o 45°) 

2ai 7 a; 1 a; 7 = ^ ((s^ir 7 ) 2 - (a; 1 - a: 7 ) 2 )) = ai 2 ((i 1 ) 2 - {x 7 ) 2 ). (17.40) 

Tim prevedeme zadanou kvadratickou formu na pripad, kdy 022 / 0 / an, 
a dale pokracujeme zpusobem uvedenym vyse. 


KomentAr k metope a zobecneni. Formu /(x) = '£, a ij xt x j pisme 
podrobneji jako 

/(x) = a, 3 S ,i (x)@ ,J (v), (17.41) 

kde {e'*} je dualni base k basi ei,....e„. vuci niz ma vektor x souradnice 

x 1 

5c = J2Six\ (17.42) 

Prechod k nove souradnici 


-1 1 . «12 2 , 

x = x H- x + .. 

an 

vlastne znamena zmenu dualni base: od e' 1 


(17.43) 


Zjl 

e 


a\ n _ ln 

-e . 

a n 


(17.44) 


Diagonalisovat formu metodou doplneni na ctverec znamena prejit v (E")' 
k takove basi e ,..., e' n , v niz ma kvadraticka forma tvar 


/(v) = (e'*(v)) • (17.45) 


Mate-li matici prechodu mezi dualnimi basemi, matici prechodu mezi puvod- 
nimi basemi ziskate jako k ni inversni (v nasem poradi zapisu) nebo chcete-li 
kontragradientni. 

Z postupu je zrejme, ze zamezime-li pripadu, kdy bylo napr. an = 0 (tyto 
pripady osetruje nasledujici veta pomoci formulace o hlavnich minorech), 
lze ziskat matici prechodu C _1 od vlnkovane basi k nevlnkovane (kde C je 
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matice prechodu od nevlnkovane k vlnkovane) jako produkt (soucin) matic 
typu 


/I 


a 13 a i4 \ 

1 o 


(17.46) 


V° o O 1 J 


bude tedy horni trojuhelnikova (a tedy i matice C, inversni matice k horni 
trojuhelnikove je horni trojuhelnikova). 


Veta. Pro kazdou symetrickou matici A, ktera ma nenulove vsechny 
hlavni minory (tj. nenulove determinanty matic vzniklych z A vyberem prv- 
nich k radek a sloupcu), existuje horni trojuhelnikova matice C takova, ze 
matice 

C t AC (17.47) 

je diagonalni. 

Zobecneni metody. Prechod k nove souradnici je mozno popsat jako 
zmenu matice formy 

A H- C t AC. (17.48) 

V reci radkovych a sloupcovych liprav matice to znamena, ze s kazdou rad- 
kovou upravou udelame zaroven i odpovidajici sloupcovou lipravu matice A. 
Metodu doplneni na ctverec lze zobecnit tim, ze tyto upravy jiz nemusi byti 
elementarni. (Postup je vyhodny, zajimame-li se pouze o signaturu.) 

Promyslete podrobne, co presne znamena a jak lze pripadne zobecnit ono 
„najednou“. (Jde o asociativitu nasobeni matic.) 


Jacobi-Sylvestrova metoda 

Jednim z postupu, objevujicich se v nejruznejsich situacich a znovu a vzdy 
davajicich nejaky netrivialni vysledek, je Gramm-Schmidtuv ortogona- 
lisaCni proces. 

Tentokrat ho neaplikujeme vzhledem k beznemu skalarnimu soucinu, ale 
obecneji vzhledem k zadane symetricke kvadraticke forme B na realnem 
prostoru: 

Oznacme symbolem A matici formy B vuci nejake zvolene basi ei,..., e n : 

aij = B(e h ej). ( 17 . 49 ) 
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Chceme tuto basi „ortogonalisovat vuci B". tzn. nalezt novou basi 

4 = (17.50) 

i< k 

aby = 0 Vj / k (tuto podminku staci nahradit podminkou Vj < k 

a dokonce ji upravit na Vj < k B(f k . e ? ) = 0). „Cejch“ bude vhodne volit 
takto: B(%,ek) = 1. Pak bude c k k = -B(?*,?*). Najit pro j < A; znamena 
resit soustavu rovnic typu 

^2 B(§i, Sj)c’ k = 0 pro i < k (17.51) 


y ^B(e l ,ej)c , k = 1 pro i = k, 

I 

tedy soustavu s rozsirenou matici 



Podle Cramerova pravidla plati (dokazte a overte!) 

det A (fc _ 1} 

°kk = A , A - 

det A (fc) 

kde det A^ je k-ty hlavni minor A 


(17.52) 


(17.53) 


(17.54) 


( ail ■ ■ ■ afci \ 

: : (17.55) 

aifc ■■■ a k k ) 

To vse plati za predpokladu, ktereho se drzime i vsude v tomto odstavci, ze 
detA (fc) /0 VA- 1_, n. (17.56) 


UkAzka. V prostoru M 3 je zadana kvadraticka forma matici A vuci basi 
ei,e 2 ,e 3 (protoze je prvni, s kterou pracujeme, rikejme ji kanonicka) 


(x,y) ha B(x, y) = y T Ax, 


(17.57) 
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kde x znaci sloupec a x T jeho transposici, cili radku se stejnymi cisly. 
Necht’ treba 


/ 42 13 -2 \ 

A = 13 2 1 . (17.58) 

V -2 1-3 J 


Najdeme basi fi, £ 2 , £ 3 , v niz ma forma diagonalni matici, a polozme 


fi = ei. (17.59) 

Vsimneme si, ze 

S(fi,fi)= 42, (17.60) 

coz bude prvni element (diagonalni) matice formy v basi {fj}. (Nebudeme 
pouzivat cejch z texu, ale kalibraci cjj = 1.) Dale najdeme vektor f 2 , ktery 
je (v metrice dane formou) kolmy na fi, a to ve tvaru (vpravo) 

fvf Afi = 0, f 2 = e 2 + A:fi. (17.61) 

Dosadime-li pravy vzorec pro f 2 do pozadovane rovnosti, vyjde roznasobenim 

ef'Afi = 13,... k = -^. (17.62) 


Opet si spocteme element diagonalni matice (bilinearni forma z fi a f 2 vy- 
mizi) 


_ _ 40 _ 49 

B( f 2 , f 2 ) = Si A(e 2 - — fl ) = 2 - — - 13 = -40. 

(17.63) 

Hledame-li F3 ve tvaru 


f3 = e 3 + mfi + nf 2 , 

(17.64) 

dostaneme z podminek 

Af, ; Af 2 = 0 

(17.65) 

hodnoty m,n (v kazde z rovnic je bud’jen m nebo jen n). 



Ziskali jsme tedy matici prechodu od kanonicke basi k nove basi a (dia¬ 
gonalni) tvar matice formy v basi {fj}. 


Cviceni. I tato metoda je jen specialnim pripadem metody soucasnych 
sloupcovych a radkovych uprav. Dalo by se rid, ze v protikladu k metode do- 
plneni na ctverec (diagonalisace zvnejsku) jde v Jacobi-Sylvesterove metode 
o diagonalisaci matice „zevnitr“. Promyslete! 




17.4. SIGNATURA, DEFINITNOST 


271 


17.4 Signatura, definitnost 

Necht’ ma kvadraticka forma B ve vhodne basi diagonalm matici, kde n + 
resp. n_ resp. no prvku na diagonale je kladnych resp. zapornych resp. nu- 
lovych. 

Potom signaturou minirne usporadanou trojici (n + ,n_,no); nekdy ji 
zapisujeme nazorne jako 

00... 0). (17.66) 

n . .'yi& no 

Forme navic prisoudime privlastek A-definitni, kde A je vhodna predpona, 
vytvorena podle nasledujicich pravidel: 

• n + n_ = no = 0 definitni (pokud n + > 0 tak positivne, pokud n _ > 0, 
negativne) 

• n_ = 0 positivne semidefinitni 

• n + = 0 negativne semidefinitni 

• n + n_ > 0 indefinitm 

Jacobi-Sylvesterova metoda vede nyni k nasledujicimu dusledku. 

Veta. Necht’ ma matice kvadraticke formy A vsechny hlavni minory 
nenulove. Pak je signatura formy (n — n_,n_,0), kde n_ je pocet zmen 
znamenek v posloupnosti 

det det A( 2 ), ■ ■ ■, det A(„) = det A. (17.67) 

Specialne, A je positivne definitni prave tehdy, pokud jsou vsechny hlavni 
minory kladne. 

Jeste jsme nedokazali korektnost definice pojmu signatury, tj. nezavislost 
hodnot n + , n_, no na volbe base. Pro realne symetricke formy vsak toto tvrdi 
VETA O SETRVACNOSTI. 

Jeji DUKAZ. Mejme dve base viv„ a vi,..., v„, v nichz ma dana 
forma f diagonalm tvar daily matici D = {df- } a D = {df- }. Necht’ jsou 
prvky basi usporadany tak, ze d‘ l i > a d 1 , > ,. 
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Necht’ i() je posledni index, pro ktery d l ° o > 0. Odvodime spor z pred- 
pokladu, ze d l ° o < 0. (Ostatni situace se vyridi obdobne.) Vskutku, kdyby 
d^< 0 pocinaje od jisteho indexy jo < io, provedli bychom tuto livahu: 

Podprostory £({ Vi,..., v,; 0 }) a £({ v ?0 ...., v „}) musi mit netrivialni 
prunik (z duvodu dimense). Necht’ je jini vektor w. 

O/w ± vjpA (17.68) 

Potom ale 

/(w) = > 0 ( 17 - 69 ) 

a zaroveh 

/(w) = £>*)*<?., < 0. (17.70) 

3 

To jsou paradoxy, ze ano? 

17.5 Kvadriky a kuzelosecky 

Uvedene tema je nejstarsi cast! linearni algebry (z dob Egyptu, Recka, Ba- 
bylonu atd.), jeho neznalost ulehci rozhodovani, zda zkousejici udeli znamku 
„3“ ci „vyssi“. 

Definice. Kvadratickou „plochou“ v M" rozumime mnozinu bodu 
spliiujicich rovnici 


{x : njjx'x' • - 7 ()}. (17.71) 

i,j=l i= 1 

kde A (cti „velka alfa“) je realna symetricka matice. 

• Nazev „plocha“ je adekvatni pro nami nejvice diskutovany pripad n = 
3. V pripade n = 2 jde o krivku, v dimensich n > 3 se nekdy mluvi 
take o nadplochach nebo hyperplochach. 

• Leva strana nem ovsem samotna kvadraticka forma, obsahuje tez li¬ 
nearni a absolutni clen. Zminime se o jedne vyznacne konstrukci, pomo- 
ci niz se stane „ciste kvadratickou 11 , totiz o projektivmm prostoru. 
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Projektivm prostory 

Definice. Prostor R 4 \ {0} (pro konkretnost) faktorisujeme podle ekvi- 
valence „byti nasobkem“ a dostaneme mnozinu trid (jsou jimi „pfimky“) 

{Ax|AeR\{0}}, (17.72) 

kterou nazveme projektivmm prostorem (v nasem pripade dimense tri, 
oznaceni P 3 ). 

Body P 3 tvaru {Ax} pro x 4 / 0 muzeme ztotoznit s prvky R 3 : 

rp 1 rp 2 ^3 

(17 ' 73) 

Zbyle body P 3 tvaru (Ax 1 , Ax 2 , Ax 3 , 0) tvori nevlastm prvky P 3 , v R 3 pred- 
stavitelne jako body „lezici“ na primkach (Ax 1 , Ax 2 , Ax 3 ) v nekonecnu. (Kaz- 
dy smer pfimek ma jeden nevlastm bod, lezici na „obou stranach“ v neko¬ 
necnu. Pak lze tedy mluvit o tom, ze kazde dve pfimky i rovnobezne- maji 
jeden prusecik.) 

(Jinou, nelinearni predstavou P 3 je sfera {x £ R 4 ||x|| = 1}, ve ktere 
navic ztotoznime protilehle body x a — x.) 

V projektivmm prostoru prejde ovsem rovnice kvadraticke plochy (viz 
vyse) na rovnici bez linearniho a absolutniho clenu tvaru (nas pripad n = 3) 

a ij x i x j + £/3 i x i x n+ % 7 x n+1 ^“ +1 = 0, (17.74) 

i,j —1 

coz lze napsat zavedenim ot n+ = /3*/ 2 , a n+ i, nJr \ = 7 jako 

n+\ 

Y aijx'xi = 0. (17.75) 

i,j =1 

Projektivm geometrie (studium vlastnosti projektivnich prostoru) by- 
la vzdy dulezitou soucasti linearni algebry. Vznikla v 19.stoleti 8 v pracech 
zejmena nemeckych geometru (Mobius, Steiner, Pliicker, Klein) a jejich fran- 
couzskych predchudcu z 17. a 18.stoleti (Pascal, Desargues, Monge, Poncelet 
- „promitam“). V polovine dvacateho stoleti postupne prevladl nazor, ze 
jde vicemene o uzavrenou oblast matematiky s ukoncenym vyvojem. Tento 

8 V zajmu ctenaru ve 21.stoleti jsme nepouzili vyraz „minule stoleti". 
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nahled (s patricnym zpozdenim nekolika desetileti) take zpusobil postupne 
vymizeni projektivni geometrie z ucebnich planu. Teprve v poslednich asi 
dvaceti letech (pred psanim techto skript) prisla projektivni geometrie opet 
„do mody“ u mnohych teoretickych fysiku a matematiku (Roger Penrose, 
Yuri Manin, Semion Gindikin... 


VSUYKA O PROMItAni. Prosvecujme bodovym zdrojem umistenym v po- 
catku souradnic nejakou rovinu pCl 3 a zkoumejme polohu „stinu“ objektu 
z p vrzenych na jinou, ne nutne rovnobeznou rovinu p'. Na rovinach p. p' 
zaved’me reper, cili pocatek P resp. P' a vektory base v, w resp. v',w'. 
Podminku pro to, aby body B resp. B' z p resp. p' 

B = P + sv + iw, B' = P' + s'v 1 + t' w' (17.76) 


lezely na primce se zdrojem svetla, zapiseme jako nulovost vektoroveho sou- 
cinu B x B', coz je soustava tri rovnic (vektor ma tri slozky) pro nezname 
Podle Cramerova pravidla napiseme reseni jako 


a's + fit + y t , _ a" s + f3"t + 7 " 
as + j3t + 7 ’ as + j3t + 7 


(17.77) 


s deviti konstantami a,... (jmenovatele jsou stejne, jde o determinant sou- 
stavy). 

Vnofime nyni prostor M 2 = {(s,i)} do projektivniho prostoru 

? 2 {(/|./ 2 ./, 3 )}- (17.78) 


v nemz libovolne dve trojice tvaru (ii, ^ 2 , * 3 ) a {ct\, ct 2 . (£$) ztotoznime (pro 
c / 0). Body (s,t) odpovidaji primce (cs,ct,c). Promitani {B 1-7 B'} : p — s- 
p', ktere ma v parametrickem popisu tvar (*), tedy zobrazeni 

{(.s. /.) • > {s', /.')} : R 2 (17.79) 

je nyni mozno rozsirit na linearni zobrazeni 

{{h,t 2 ,h) *“-> $,4,4)} : P 2 ^ F 2 (17.80) 

na projektivnim prostoru P 2 predpisem 

/ = a , t0^/3't 2 + 7^3 \ 

t 2 = oi"t\ + (3"t 2 + 7 % 

V 4 (V/7Y/I/.2 • Ah ) 


(17.81) 
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Muzete si promyslet, ze nevlastni body p se zobrazi na nevlastni body p' 
prave kdyz jsou rovnobezne. 

Shrnuti. Pojem projektivniho prostoru nam umoznuje chapat teorii 
projektivnich zobrazeni (danych linearnimi lomenymi funkcemi) jako sou- 
cast LA! 

K dalsimu elementarnimu vykladu uz jen poznamename, ze „spravny 
kontext“, ve kterem by se nize uvedeny material mel zkoumat, je prave teorie 
projektivnich prostoru. 

Veta. Vhodnou zmenou (je mozna i ortogonalni) base lze linearne- 
kvadratickou funkci 

/(*) = 5Z«, 7 a;V (17.82) 

i,j i 

prevest na tvar 9 (s'* oznacuje souradnice vektoru v nove, carkovane basi) 

/(x') = y , ( 17 - 83 ) 

Dale, posunem souradnice 

z* = a* + a i (17.84) 

lze docilit tvaru 

m = (17.85) 

kde exponent je jedna u tech z l , kde Aj = 0 , u ostatnich dva. 

PqznAmka prep dukazem. Posun souradnic neni linearnim zobraze- 
nim (nejsme v prostoru funkci na R™, ale vR"). Opet uvadime (viz zacatek 
kapitoly o maticich) fakt, ze v projektivnim prostoru posun je linearnim 
zobrazenim: 

(:r. 1 ) ■ > (x* ■?■$?). i 1.2.3 nahradime (:/;'..r 1 ) > > (:/;'' • a'x\x s ). (17.86) 
Dukaz vety jsme jiz provedli. 

Terminologie. Plochu danou nekterou z rovnic v posledni vete nazve- 
me kuzelose£kou pro n = 2 a kvadrikou pro n = 3, obecneji i pro n > 3. 

CVICENI. 

0 Nedivte se, ze u diagonalisovane matice uz neplati „zakon zachovani indexu“. 
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1. Oduvodnete nazev kuzelo-secka tfm, ze ukazete, ze Ize ziskat jako prunik 
vhodne roviny v M 3 (a: 3 = f(x 1 , x 2 )) a kuzele 

(z 3 ) 2 = (.t 2 ) 2 (17.87) 


a naopak, ze prunik kuzele a roviny je krivka dane rovnice. 


2. Obdobne naleznete pro kazdou kvadriku nadrovinu v M 4 (parametriso- 
vanou parametry a; 1 , a; 2 , a; 3 ) takovou, ze uvazovana kvadrika je prunik 
zmmene nadroviny a hyperkuzele 

(a: 4 ) 2 = (a: 1 ) 2 • (a: 2 ) 2 + (a: 3 ) 2 . (17.88) 


Klasifikace kuzelosecek a kvadrik 


Elipsoid. Je-li kvadraticka forma v rovnici plochy (positivne nebo ne- 
gativne) definitni, mluvlme o elipsoidu resp. o elipse (pokud n = 2). 

Elipsoid nazveme koulf, pokud ma kvadraticka forma matici, ktera je na- 
sobkem jednotkove, v kazde (o v nejake) ortonormalni basi. (Nepozadujeme- 
li ortonormalitu base, lze vzdy elipsoid vyjadrit jako kouli.) Prunik elipsoidu 
s libovolnou (nad)rovinou typu 


(ic e M" | ^2 a i xl = 7} (17.89) 

je opet elipsoid. 

Elipsoid ma tedy ve vhodnych souradnicich rovnici 

^ Aj(a;*) 2 = const, Mi A* > 0 (17.90) 


a redukuje se na bod, je-li konstanta nulova, a na prazdnou mnozinu, je-li 
zaporna (tzv.imaginarm elipsoid). 
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Hyperboloid. Slozitejsi situace nastane, pokud bude signatura tvaru 
(n + ,n_,0), kde n+n_ / 0. Hyperboloid, jak kvadrice rikame (resp. pro 
n = 2 hyperbola) ma tedy rovnici, ve vhodnych souradnicich 

k n 

E^ i(x 1 ) 2 — E Aj(a;*) 2 = const V* A* > 0 (17.91) 

2=1 1 

a v nekonecnu ho lze aproximovat asymptotickou plochou - kuzelem 

k n 

E A iM 2 - E W) 2 = o. (17.92) 

2=1 i=k-\-l 

V pripade, ze jedno \ ma jine znamenko nez vsechny ostatni (coz je vzdy 
pro n = 3), urcuje znamenko tohoto Aj a konstanty napravo, zda hyperboloid 
lezi uvnitr kuzele (shodna znamenka) ci naopak. 

V n = 3 jde v prvem pripade o dvojdilny hyperboloid s rovnici typu 

z 2 -x 2 -y 2 = 1 (17.93) 

a ve druhem pripade o jednodilny hyperboloid s rovnici 

z 2 -x 2 -y 2 = - 1. (17.94) 

Ktera rovnice patri kteremu, si lehce uvedomite, predstavite-li si z jako funkci 
x : y: v pripade dvojdilneho lze spocitat z pro vsechna x, y jako 1 + x 2 + y 2 
(u jednodilneho muze dojit k odmocnovani zaporneho cisla). 


Paraboloid. Pokud je v rovnici kvadrat nejake souradnice s nulovym 
koeficientem a pritom jeji prvni mocnina s nenulovym a rovnice zavisi na 
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vsech souradnicich, dostavame paraboloid (resp. parabolu pro n = 2). 
(Vzdy, kdyz v rovnici zbude nejaky linearni clen, lze vhodnym posunem 
souradnic vynulovat clen absolutni.) 

Parabola ma rovnici typu y = x 2 a v trojrozmernem prostoru existu- 
je elipticky paraboloid (tvaru parabolickeho zrcatka, ktere odrazi paprsky 
jdouci z ohniska do rovnobeznych smeru) o rovnici typu 

z = x 2 + y 2 (17.95) 

a hyperbolicky paraboloid (tvaru sedla, at’ na koni nebo na horach) s rovnici 
typu 

z = x 2 — y 2 . (17.96) 

Rozumna funkce 2 , ktera ma minimum v bode (0,0), se v priblizeni linearne 
kvadratickem chova prave jako elipticky paraboloid. 



Paraboloid hyperbolicky a elipticky. 


VAlec. Pokud se v rovnici nejaka souradnice vubec nevyskytuje, ziskame 
utvar, ktery vznikne primocarym posouvanim menerozmerneho utvaru, a 
mluvime o eliptickem, hyperbolickem valci atd. 

Primkove plochy. Jednodilny hyperboloid a hyperbolicky paraboloid 
jsou primkove plochy, protoze kazdym jejich bodem lze prolozit primku 
(v pripade techto dvou vzdy dve), ktera cela lezi na dane kvadrice. 

Dokonce si muzete vymodelovat jednodilny hyperboloid tak, ze do kru- 
hove obroucky zapichate spejle a na jejich druhe konce symetricky umistite 
dalsi kruhovou obroucku tak, abyste dostali valec. Potom staci jen krouzky 
vzajemne pootocit. 
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Dukaz. Otocenim souradnic o 45° 



prepiseme rovnici hyperbolickeho paraboloidu na tvar (tentokrat vyhodnejsi) 

z = 2x'y'. (17.98) 

Kazdy bod teto kvadriky je urcen cisly (x 1 . y') a dve primky prochazejici 
timto bodem ziskame predpisem x! =const. resp. y' =const. (pak z zavisi 
linearne na y' resp. x'). 

U jednodilneho hyperboloidu najdeme prhnky prochazejici bodem (0,1,0) 
(kazda zapsana jako prunik dvou rovin) 

y = 1, z = x a ff=l, z = —x. (17.99) 

Protoze kazda z techto primek prochazi nejakym bodem kvadriky s danou 
souradnici z, staci ji otocit kolem osy z o urcity uhel, a by prochazela zvole- 
nym bodem (diky invarianci hyperboloidu vuci rotaci kolem osy z). 

(Protoze uvedene primky v bode (0,1, 0) nelze ziskat jednu z druhe rotaci 
kolem osy z ponevadz v rovine z = 0 se protinaji, coz by se rotaci narusilo 
budou prochazet kazdvm bodem dve primky.) 

Hlavm osy kvadrik 

Mame-li kvadriku typu 


b(Ax, x) + b(x, |) + c = 0, (17.100) 

kde A je symetricka matice, £ £ R n a b(7,7) je obvykly skalarnl soucin 
z E", nazyvame vlastni vektory A tez hlavmmi osami uvazovane kvadriky. 
(Tento pojem se pouziva hlavne pro elipsoidy, pripadne hyperboloidy.) 
Poznamenejme, ze nejkratsi vlastni (polo)osa elipsoidu 

{x | ^2 a ijX t x : ’ = const} (17.101) 

II 

odpovida vlastnimu vektoru prislusejicimu nejvetsimu vlastnimu cislu A. 
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17.6 Vlnky a kddovani obrazu 

Maly uvod do teorie “Image Processing” 

Uvedeme zde jeden specialni priklad diagonalisace kvadraticke formy („Toep- 
litzova typu“; tedy formy invariantni vuci nejake grape posunu na danem 
linearnim prostoru funkci na intervalu [0,1]). Jde vlastne o prevedem na 
diagonalni tvar symetricke matice typu „cirkulant“, kde prvky matice 
zavisi pouze na \i — j\. 

Jako mnoho jinych veci, nize uvedena problematika puvodne nevznikla 
v lune LA, nybrz jinde v matematice, fyzice ci technice (konkretne v teorii 
zpracovavani a kodovani obrazu, pri studiu tzv. renormalisacm grupy ve 
fysice, v otazkach aproximace funkci v matematicke analyze...). 

Jde vsak koneckoncu jen o ortogonalisaci jisteho specialniho souboru vek- 
toru, jak uvidime. 

Samozrejme, nize uvedene radky maji slouzit jen jako prvni letme sezna- 
meni s oborem, ktery se zvlaste v poslednich letech bourlive rozvijel a nalezl 
cetne dulezite aplikace v problematice optimalniho kodovani a zpracovani 
obrazove informace. (Zajemce odkazujeme na velmi bohatou casopiseckou a 
posledni dobou i knizni literaturu; hledej pod heslem “waveletts”). 

tJVODNI A MOTIVACNI POZnAmKY. 

1. „Obrazem“ rozumejme v dalsim realnou funkci f(x. y ) definovanou tre- 
ba na ctverci [0, l] 2 . Hodnotu funkce /(s, y) interpretujme jako „stupen sedi“ 
daneho obrazku v bode (x,y) G [0, l] 2 . 

Mluvime tedy o cernobilem obrazu. (Barevny obraz lze pak representovat 
tremi monochromatickymi obrazy.) Stupnem sedi minime - mluvme treba o 
diapositivu - velicinu typu „logaritmus koeficientu zeslabeni prochazejiciho 
svetla v danem bode“. Jednotlive obrazy lze takto scitat („prekladat pres 
sebe“; koeficienty zeslabeni svetla se pak vzajemne nasobi!), nasobit kon- 
stantou („zvysit ci snizit kontrast“), odcitat ... (Abychom dostali linearni 
prostor, coz se bude hodit. Uvazujeme tedy dale i funkce s nekladnymi hod- 
notami, aniz bychom je chteli nejak interpretovat jako „zesilovace“ svetla.) 

2. My se zde ale pro jednoduchost omezime (matematicke jadro teorie 
pritom zustane nezmeneno!) na jednorozmerne „obrazy“ tzn. funkce na in¬ 
tervalu [0,-SJ. 

Mluvit zde ale o „zvuku“ by asi nebylo nejvhodnejsi. V souvislosti se 
zpracovanim (nedigitalnim) zvuku vyrostla totiz prave klasicka Fourierova 
analyza - ktera je zalozena na myslence rozkladu „zvukoveho signalu“ do 
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harmonickych slozek (sinu a kosinu). To je prave to, o co v teorii vlnek 
nejde. Teorie vlnek je naopak nahradou za klasickou Fourierovu analyzu v 
tech (cetnych) situacich, kde by pouziti metody rozkladu do harmonickych 
slozek nedavalo rozumne vysledky . 

(Na druhe strane je aparat Fourierovy transformace jednou z nejdulezi- 
tejsich dukazovych technik pri dukladnejsim budovani teorie vlnek. Takhle 
daleko se my ale nedostaneme, i kdyz metody Fourierovy transformace ru- 
dimentarne pouzivame tez - viz partie o cirkulantu a konvolucnich operato- 
rech.) 

Rastrovane obrazky a ortogonalm projekce 

(0) Pripomenme prostory funkci /C, £, Q zkonstruovane v prvni casti knihy 
v odstavci venovanem funkcim typu “spline”. V dalsim budeme delenim 
intervalu [0,1] rozumet vzdy deleni specialniho typu: 

Xi = ~- i = 0,1,2,... ,n (17.102) 

n 

a navic budeme obvykle predpokladat specialni volbu cisla n totiz n = 
2 fc ; k = 1,2,... Prislusne deleni intervalu na 2 k casti budeme oznacovat 
v dalsim symbolem T> k a odpovidajici prostory funkci /C, jC, Q budou mit 
tez navic index k . 

Vsimneme si jedne velmi dulezite vlastnosti uvedenych prostoru funkci. 
At’ uz 7 oznacuje kterykoliv z techto tfi prostoru, plati vzdy vztah 

C J* +1 . (17.103) 

Skalarni soucin na vsech techto prostorech budeme brat obvyklym zpusobem: 

Hfi9) = [ f{x)g{x)dx (17.104) 

Jo 

(popripade s komplexnim sdruzenim u g , bude-li fee o prostorech komplex- 
nich funkci). 

Oznacme symbolem Q k+1 ortogonalm doplnek prostoru v J^ +l . Mu- 
zeme pak napsat nasledujici ortogonalm rozklad J =k+l na ortogonalm pod- 
prostory: 


j* +l = j*® g k+l = t 1 ® g 2 ® g 3 ®... ® g k+l . 


(17.105) 
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Oznacme P,. podrobneji P ,-' +1 . ortogonalni projekci z + l na T r . Dale 
oznacme symbolem Qi ortogonalni projekci na Gi +1 ■ Muzeme pak pro kazdou 
funkci / 6 J* +1 a pro kazde j < k (treba pro j = 1) napsat rozklad 

k+1 

f = PjU)+ E /< ( 17 - 106 ) 

'$=3 +1 

specialne 

S^S V| . i 

/ = /i + E/* 

kde // = Qj(/) resp. /, = Pi(/) . 

Interpretujme tento rozklad pro pripad J- = KL 
ximace / po castech konstantmmi funkcemi: Funkce 

I’jtf) (17-108) 

ma vyznam ,j'-teho rastru obrazku /“ tzn. je to ta funkce z 3~ :r jejiz hod- 
nota v libovolnem intervalu zvoleneho deleni T)j je rovna prumerne hodnote 
(prumerne „sedi“) funkce / . Funkce / ?+ i dodava pak jakousi dodatecnou 
informaci, kterou je treba k obrazku Pj(f) „prilozit“, abychom dostali jem- 
nejsi, (j + l)-ni rastr funkce /. 

Jak nyni „skladovat“ informaci obsazenou ve funkcich /j? Nejlepe zvole- 
nim vhodne base kazdeho z prostoru Gk+i- (A zapsanim souradnic /j vuci 
temto basim). 

Jde tedy o vhodne volby basi v techto prostorech. 

Ortogonalni base invariantni vuci posunu 

V dalsim budeme hledat ortogonalni base zminenych prostoru. 10 V pripade 
prostoru /C^ je odpoved’ vcelku nasnade. Basi volime z (vhodne normaliso- 
vanych) funkci tvaru 

*[*.¥>"*[ (17 ' 109) 
K tomu jeste musime pridat - jako prvni prvek base - funkci identicky rovnou 
jedne na celem intervalu |0; 3 1]. 

10 Na otazku, proc jsou prave ortogonalni base tak zadouci v numerickych aplikadch, je 
zrejma odpoved’: V jake jine basi jste schopni spodtat souradnice libovolneho vektoru tak 
snadno? 


(17.107) 

tedy pro pripad apro- 
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Jde o tzv. Haarovy funkce. Vsimneme si nasledujici vyznacne vlastnosti 
techto funkci: Vsechny tyto funkce (krome prvni) jsou vhodnym posunem a 
dilataci jedine funkce xi x ) = — sgn(2x — 1). 

(Takovato vlastnost bude jiste mila pri snaze o usporne skladovani prvku 
dane base v pameti, pri programovani i pri samotnem vypoctu souradnic 
funkci !) 

Funkce, jejichz vhodne posuny a dilatace tvori (zhruba receno) ortogo- 
nalni basi uvazovaneho prostoru funkci, nesou nazev „vlnky“ (waveletts, 
ondeletts, ...) Obsahem teorie „vlnek“ je v prve fade konstrukce takoveto 
base (s „co nejlepsimi vlastnostmi“, jako je hladkost, lokalisace apod.) - v 
nejruznejsich prostorech, ktere se mohou vyskytnout v aplikacich. 

Proc se nespokojime jenom s Haarovou basi ? Protoze treba v ulohach 
aproximace „hladkych“ funkci je vhodnejsi hledat (co nejpresnejsi) aproxi- 
mace dane funkce nikoliv v prostoru /C, ale v prostorech C, Q popripade v 
dalsich prostorech hladkych funkci. 

Konstrukce vlnky zacina obvykle zadanim nejake „prirozene“ (obvykle 
zatim neortogonalni) base v prostorech zadane pomoci posunu jedine 
funkce (at uz je to funkce typu Stolova hora ci Milesovka, Rip, ... - viz 
odstavec venovany spline funkcim v prvni casti knihy). 

Prvnim ukolem bude tuto basi ortogonalisovat pri zachovani invariance 
vzhledem k posunum: 

Veta 1. Necht’ V je linearni prostor funkci na grupe [0,1) (s obvyk- 
lym skalarnim soucinem J 0 ' f (x)g(x)dx) generovany vsemi posuny, o hodno- 
ty * = 0,1,..., n — 1 nejake funkce <fi. Necht’ dimense Y je n . Pak existuje 
funkce 'ip €E V takova, ze jeji posuny o hodnoty A- i = 0,1, 2 ... , n — 1 tvori 
ortogonalni basi V. 

Dukaz. Napisme si matici vzajemnych skalarmch soucinu jednotlivych 
posunu funkce (f>. tlkolem neni nicjineho nez diagonalisovat kvadratickou foi- 
mu s uvedenou matici v nove basi, invariantni vuci vsem posunum o hodnoty 
S i = 1,2 Oznacime-li vyse zminenou (positivne dcfinitni, oduvod- 
nete! ) matici jako A (je to matice typu „cirkulant“ a navic symetricka!), je 
treba najit jinou matici B typu „cirkulant“, a by matice 

B*AB (17.110) 

byla jednotkova ! Tedy v podstate (chceme-li dokonce B hermitovskou) najit 
odmocninu z matice A -1 - coz je problem, ktery „resi“ veta o spektralnim 
rozkladu. 
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Numericke nalezeni B muze byt vsak (pro velka n, ktera vystupuji pro 
dostatecne „jemne“ volby prostoru J- k ; n = 2 k ) znacne netrivialni problem. 

Navic bychom radi neco vedeli o chovani koeficientu ve vyjadreni (jehoz 
existence je prave Vetou 1 garantovana!) 

ip(x) = y^ bi4>(x +—). (17.111) 

' fly 

Velmi zadouci by byla napr. vlastnost „rychleho ubyvani“ koeficientu a* 
(treba ubyvani rychlejsi nez vhodna geometricka posloupnost s kvocientem 
mensim nez 1). 

(00) Reseni vsech techto netrivialnich otazek zalezi na volbe prostoru Y. 
Napriklad pro prostory typu C ma matice A tvar A = 1 + Q kde pritom 
Q ma nenulove (a male, bereme-li normu (j:> rovnu jedne) prvky pouze tes- 
ne vedle diagonaly. (Spoctete je; tedy spoctete skalarni souciny dvou funkci 
typu Milesovka.) Pak ma smysl hledat odmocninu z matice nikoliv pomoci 
spektralniho rozkladu (coz muze byt prakticky neproveditelne!) ale pomoci 
Taylorova rozvoje, tzn. ze vzorce 

vT T , (-1)* • ( - + i >(t - i> ■ ■ d . Q k (17112) 

k 

Pokuste se ukazat rychlou konvergenci teto rady matic (v uvedenem pri- 
klade prostoru C; v jinych prostorech zadna „rychla konvergence“ teto sumy 
ani nemusi nastat. Pak je treba zvolit jine pristupy). 

Vlnky 

V predchozim odstavci jsme kratce zkomentovali prvni krok nutny ke kon- 
strukci vlnky, tedy konstrukci ortonormalni base v kazdem prostoru F k . 
Pracujme ted opet s prostory typu JC,jC,Q as delenim intervalu [0,1] na 2 k 
stejnych dilu. 

Druhym potrebnym krokem bude nasledujici veta. 

VETA 2. Necht’ prostory jsou generovany vzajemne ortogonalnimi 
posuny, o hodnoty i/2 k \ i = 1, 2,... , 2 k — 1 nejake funkce <j) k ktera je dilataci, 


4k&) = 


( 17 . 113 ) 
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urcite funkce <j>. Necht’ plati vztah Tk C . \ . Pisme pak 


2 k 


</>(|) = J2c i( j)(x+ ^). 

(17.114) 

Polozme 


■>!>(*) = ^(-1 )%H<^(a: + i)- 
'' H z 

(17.115) 

Pak vsechny mozne posuny o hodnoty i/2 k \ i = 0,1,.. 

. , 2 k — 1 funkce 


ipk{x) = ip{x/2 k ) tvori ortogonalni basi kazdeho z prostoru Q k \ k >1 . 

PqznAmka. Tim je konstrukce vlnky dokoncena. Poznamenejme vsak, 
ze predpoklady vety nahore (specialne konstatovani, ze vsechny ortogonalni 
base jiz sestrojene jsou vhodnymi posuny a dilatacemi jedine funkce) ne- 
jsou obecne garantovany pro funkce sestrojene pomoci vety 1! Jsou splneny 
obvykle jen priblizne, pro velka k. Tyto problemy zmizi, pracujeme-li na 
cele realne ose misto na grupe (Pak je platnost uvedeneho predpokla- 

du vicemene zrejma. Cenou je ovsem nutnost prace s nekonecnerozmernymi 
prostory, nutnost diskuse chovani koeficientu v nekonecne fade vety 1 apod. 
Tedy problematika jiz v podstate mimo obor LA. Nicmene je to tato - zcela 
realisticka - situace, ktera se pri aplikacich vetsinou uvazuje.) 

Cv 1 ) Dukaz samotne Vety 2 neni vubec obtizny a prenechame jiz ctenari, 
aby napsal prislusne skalarni souciny a overil jejich nulovost (a popripade 
ocenil duvtipnou volbu koeficientu c t ). Je potrebne si vsimnout vztahu (ktery 
je dusledkem ortogonality jednotlivych posunu funkce 4>) 

Y J a 2i+j a 2i = ° (17.116) 


Prikladem je prostor JC; postupem zde naznacenym (zacinajicim s funk- 
cemi typu Stolova hora a konstruujicim vlnky pomoci vet 1 a 2) dostaneme 
jiz zminenou Haarovu basi. (Overte jednotlive kroky konstrukce, vypocet koe¬ 
ficientu Ci !) 

Konstrukce vlnek v dalsich prostorech je jiz mnohem obtiznejsi, pricemz 
hlavni problem je v provedeni kroku popsaneho vetou 1 (a diskuse chovani 
funkce (j> k tarn sestrojene).('v’) 
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Kapitola 18 

Dve maticove bagately 


18.1 Pseudoinverse matice 

Co delat, nema-li matice A inversni matici? Jinymi slovy, jak nahradit vzorec 

x = A _1 b (18.1) 

pro reseni soustavy Ax = b v pripade, ze A -1 neexistuje? Odpovedi je 
konstrukce tzv. pseudoinverse matice z kuchyne Moore-Penroseho. 

Definice. Pseudoinversi obecne (obdelnikove) matice A nazveme ta- 
kovou matici A -1 , pro kterou plati 1 (prave posledni dve podminky prinaseji 
privlastek „Moore-Penroseho“) 2 

AA"A = A, A"AA" = A", (AA -1 )* = AA", (A"A)* = A"A. 

(18.2) 

CviCENl. Existuje-li A -1 , je samozrejme A^ = A -1 . Zatim prenechame 
matematikum dukazy jednoznacne existence pseudoinversni matice a radeji 
ukazeme, jak zkonstruovat A -1 ve dvou typickych pripadech. 

Kdyby to nekoho prece jen zajimalo, pseudoinversni zobrazeni k / : V 
W ziskame tak, ze ve W najdeme basi Im / a doplnime ji na basi W vektory 
kolmymi 3 na Im /. Zobrazeni J -1 : W — > Y priradi vektorum base Im / jejich 

1 Mysleme zvlaste na realny pripad, kdy lze nahradit adjunkci transposici; je myslitelna 
i transposice v komplexmm pripade. 

2 Prva podminka znamena, ze A" je pseudoinversni k A, druha naopak, plati-li obe, 
jsou navzajem pseudoinversni. 

3 Potrebuji skalarni soucin na V i na W. 
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vzory pri zobrazeni /, a to ty, ktere jsou kolme na Ker /, a zbylym (kolmym 
na Im/) vektorum base priradi nulovy vektor ve V. 

• A je obdelmkova, typicky ma vice radku nez sloupcu (je vysoka), 
napr. z uloh linearni regrese takova, ze 

A* A je regularni (18.3) 

• A je obdelmkova, pocet radku nejvyse roven poctu sloupcu (§iroka 
mat ice) takova, ze (rovnice Ax = b ma typicky vice reseni) 

AA* je regularni (18.4) 

1. Misto neexistujiciho reseni soustavy Ax = b hledame reseni pro pro- 
jekci b- 1 do sloupcoveho prostoru, tedy 

Ax = b ± , (b-b x ) _LS(A) o A*(b-b x ) =0 (18.5) 

Potom je A*Ax = A*b = A*!}- 1 a muzeme psat x = (A*A) _1 A*b. 
Overte, ze v tomto pripade splnuje (A*A) _1 A* podminky pro pseu- 
doinversi matice A. 

2. Ma-li rovnice Ax = b vice reseni, muzeme hledat to „nejmensi“ z nich 
(ve smyslu minimalisace J2i=i \ xl \ )■ Jelikoz pro b = 0 je reseni rovnice 
Ax = 0 v ortogonalnim doplnku k sloupcovemu prostoru S(A*) matice 
A*, znamena to, ze pro obecne 4 b / 0 bereme reseni Ax = b kolme 
k S(A*) ± (abychom ziskali reseni s minimalnim x*x), tedy x E S(A*). 
Takove x, ktere je kombinaci sloupcu A*, lze zapsat jako A*z, kde 
sloupec z obsahuje prave koeficienty udavajici „jak velke“ kombinace. 
Ma tedy byt 

Ax = AA*z = b, cili z = (AA*) _1 b, x = A*(AA*)~ 1 b. 

(18.6) 

Takze A^ = A*(AA*) _1 je hledanou pseudoinversi v tomto pripade. 
Oduvodnete podrobneji. 

Tato situace je dualni minule, protoze pseudoinversi ted’ hledame tak, 
ze matici A nejprve hermitovsky sdruzime, najdeme k ni pseudoinversi 
podle minuleho postupu a tuto opet (nazpatek) hermitovsky sdruzime. 

4 Obecne reseni rovnice Ax = b dostaneme tak, ze pricteme k jejimu jednomu konkret- 
nimu reseni jakekoli reseni rovnice Ax = 0. 



18.2. polArni rozklad operAtoru 


289 


Cviceni. Spoctete pseudoinverse matic 


A = (ai, a,2 ,... a n ), B 


Cviceni. Necht’ matice A ma hodnost h. 
va matice AA T a jeji pseudoinverse? 

18.2 Polarni rozklad operatoru 

V teto sekci najdete analogii zapisu komplexniho cisla v exponencialnim 
tvaru 

z = r ■ e 1 ^ = r(cos <p + * sin0) (18.8) 

pro matice: vyjadrime jakoukoli (nehermitovskou) matici jako komposici ma¬ 
tice (resp. operatoru) hermitovske a unitarni. Ma to velky vyznam pro re- 
seni ruznych aproximacnich liloh. ktere jsou snadno resitelne pro diagonalni 
(resp. hermitovsky) operator. Rozklad obecneho operatoru pak umoznuje 
ruzne aproximacni ulohy resit obecne, jak uvidime nize. 

Veta. Regularni komplexni matici A lze zapsat v kteremkoli z nasledu- 
jicich tri 5 tvaru (matice U, U', V, V 7 jsou unitarni - analogie komplexnich 
jednotek e 1 ^, matice B, C positivne definitni hermitovske a D je matice po- 
sitivni diagonalni hermitovska - tedy realna -) 

A = CV = UB = U'DV' (18.9) 

a navic 

A*A = B 2 = V'*D 2 V', AA* = C 2 = U'D 2 U'*, U' UV'*. (18.10) 

Pro dukaz staci prodiskutovat spektralni rozklad matice A* A, ktera je 
nutne hermitovska a positivne definitni. Pisme tedy 


(18.7) 


Jakou hodnost maji jeji Grammo- 


A*A = V'*EV' 


(18.11) 


’Tri vztahy misto jednoho mame diky nekomutativite. 
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s unitarniV (vzorcem V'V'* = 1) a diagonalnf realnou positivmE, ktera 
je Jordanovym tvarem A* A. Polozme proto E = D 2 sjinou positivnirealnou 
diagonalni matici D. Zrejme matice 

B := V'*DV' (18.12) 

je positivne definitm a hermitovska a B 2 = A* A. Polozlme jeste 

U := AB 1 (18.13) 

a U bude unitarni, nebot’BU*UB = A*A = B 2 , a tak U*U = 1. 

Plat! take A = UB = UV'*DV' = U'DV' pro U' := UV'*. 


Priklad UZITI spektrAlniho ROZKLADU. Chtejme realnou nxn ctver- 
covou regularni matici A „co nejlepe“ aproximovat matici B zadane hodnosti 
h = h( B) < n. „Co nejlepe“ zde znamena minimalisovat normu ||A —B|| 
pro matice B hodnosti < h, kde 


l|A|| = 



#(AA*). 


(18.14) 


Diskusi proved’te sami, hlavni body postupu v dalsim textu formulujeme jako 
cviceni. 


CVICENI. 

1. Ukazte, ze dana norma je specialnim pripadem norem typu 

||A||5 = ^||Ax l || 2 , (18.15) 

podrobneji norem odvozenych ze „skalarniho soucinu matic" 

b(A, B) 0 = ^ b(Axj.Bxj). (18.16) 


kde 4> = {xj} je nejaky soubor vektoru v E”. 

2. Je-li 4> system tvorici ortonormalni basi E n , je ||A|| = ||A||^ pro kazdou 
A a tedy uvedena norma ||...||^ nezavisi na 4>. 

6 Matice E je urcena jednoznacne az na permutaci vlastnich cisel. 
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3. ||...||^ = ||...|| U0 , kde U <p = {Uxj}, pro libovolny operator U ucinkujfcf 
na linearmm obalu <j) s unitarnf maticf vuci {x^}. 

4. 11AU11^ = ||A||^, pro libovolnou ortonormalnf basi <p a libovolny unitarnf 
U. 

5. Necht’ 

A = U'D a V' (18.17) 

je polarnf rozklad A. Zaved’me matici Db vztahem 

B = U'D b V' (18.18) 

a zvazme si, ze 

IIA - B|| = |U'D. t - U'D„| = ||D A - D b || (18.19) 

podle vztahu minuleho a nasledujfcfho trivialnfho 

6 . ||A|| = ||a t ||, podle cehoz (ve spojenf s predminulym bodem) take 
||UA|| = || A|| pro unitarnf U 

ZAver. Ulohu o nejlepsf aproximaci A maticf B dane hodnosti jsme 
prevedli na ulohu o nejlepsf aproximaci matice Dy o nfz tentokrat smfme 
predpokladat, ze je diagonalnf a positivnf, maticf Dg. V teto oblasti najdeme 
resenf lehce: i matice Dg bude diagonalnf a positivnf; zfskame ji totiz vynu- 
lovanfm patricneho poctu nejmensfch diagonalnfch elementu D 4 . abychom 
docflili pozadovane hodnosti. 

Shrnujeme: nejlepsf aproximaci k A je matice 


B = U'DbV', 


(18.20) 


kde Db je nejlepsf aproximaci D^. 

Cviceni. Spoctete pseudoinversi D" diagonalnf matice D (nezapada do 
prfpadu, ktere jsme jiz pocftali). 

S pouzitfm tretfho polarnfho rozkladu definujte matici 

A- = v'*D^U'* (18.21) 

a ukazte, ze jde o pseudoinversi k A. 
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Cviceni. Je-li A ctvercova matice, tak AA T i A T A maji stejny Jorda- 
nuv (diagonalni!) tvar (coz je silnejsi forma tvrzeni dokazaneho uz ve cviceni 
na konci kapitoly spektrum). Vyuzijte polarni rozklad A. 

Cviceni. (Tzv. Golden-Thompsonova nerovnost pouzivana napr. v kvan- 
tove teorii pole.) 7 

Pro libovolne dva hermitovske operatory A, B plati nerovnost 


Tr exp( A + B) < Tr exp A exp B 


(18.22) 


(pricemz rovnost nastava prave tehdy, kdyz A a B komutuji). 
A vzpominate, jak je to pro determinant? 


Dukaz. Rozepiseme levou i pravou stranu jako 


■v Tr(A + B) T 


^ n\ P ' ^ k\ ■ V. ' 

tak vidime, ze staci dokazat nerovnosti typu 

Tr(A'B'A"B" ...) < Tr(A'A" ... B'B" ...) 


(18.23) 


(18.24) 


kde A', A" ... oznacuji nejake mocniny matice A a podobne u B', B"_ 

Predpokladejme, ze A a B jsou hermitovske matice a matice B = D je 
jiz dokonce diagonalni. (To smime podle vety o spektralnim rozkladu a diky 
cyklicnosti stopy matice.) 

Nerovnost (18.24) pak dostaneme, rozepiseme-li stopy zminenych soucinu 
matic v (18.24), z nerovnosti typu 

x m y n2 z n3 < —x n + — y n + — z n ; n = n% Atn 2 + n 3 (18.25) 

n n n 

(coz je znama nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumerem!). 

Napisme si to podrobneji treba pro A = A' = A" = ... a pro B' = 
D ni ; B" = D" 2 ; B 7 " = D" 3 : 

X)a I J («i i r^(d*)''V / (d / )“*g (18.26) 

i,jA 

< — Tr AD n A 2 + — Tr A 2 D" A + — A 3 D” = Tr A 3 D n . 

n n n 


Pro usetreni mista umist’ujeme zde, nikoliv na konec kapitoly Spektralni rozklad. 



Kapitola 19 

ftise tensoru 


19.1 Co jest tensor 

Zvoliv 1 rozpravu o poctu tensorovem za predmet teto posledni kapitoly, dou- 
fam, ze se zavdecim ctenarstvu hojnemu nasemu a to tim vice, jelikoz v nasi 
materstine neni mnoho spisu o tomto veledulezitem predmetu jednajicich. 

Linearni algebra pojednava, jak nam znamo jiz, o predmetech obecnych i 
konkretnich, aby s jedne strany pozadavkum dostatecne obecnosti mathema- 
ticke hovela a s druhe strany poznani toho, s cim se stale stykame v mathe- 
matice i v prirodozpytu, rozsirovala; neb ktere vedomosti byly by prospes- 
nejsi nezli ty, ktere schopnosti abstrakce mathematicke rozvinuji a navic nam 
obcovani v prirode a s prirodou usnadnuji? 

Poohledneme-li se na nasi dosavadni cinnost, pozname ihned, ze prvnimu 
ucelu bylo predevsim hoveno; prevladajit’ valne v textu nasem konstrukce 
abstraktni, ac i v tech mnoho konkretniho jest jak ctenarstvo nase zajiste 
poznalo. 

Zvoliv tedy nyni predmet poctu tensoroveho za nasi rozpravu, budiz hned 
zpredu podotknuto, ze predmet, jez jsem pro ctenarstvo sve hojne die skrov- 
nych sil svych upravil, bude pojednan v obecnosti ne mensi, nez dosavadni 
themata nase, cimz jsem se arci vzdal nadeje, ze by vsichni ctenarove vsemu 
stejne porozumeli; vyzadujit’ zakladni konstrukce theorie tensorove nekte- 
re drivejsi abstraktni konstrukce napr. theorii dvojcatosti jakoz i zaklady 
Cantorova poctu mnozstevniho. 

Spis tohoto druhu nesmi se porovnavati s povidkami, ktere jednou byvse 
precteny obycejne ztraci vsechnu cenu, nybrz slusi se jej pokladati za nutny 

1 Neproslo jazykovou upravou. 
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clen prostonarodni knihovny studentske. 2 

Tensor jako multilineArni zobrazenl Bylo by omylem povazovat 
pojem multilinearniho zobrazeni za pripravu k studiu funkce vice promen- 
nych v analyze. Spise je mozne rici toto: pojem linearniho zobrazeni odpovida 
tern situacim v analyze (typicky vice promenych), kdy nas zajima diferen- 
cial prvniho radu. Pojem kvadraticke formy nastupuje v analyze tarn, kde 
informace dana diferencialem prvniho radu je prilis trivialni. (Prechod od 
kvadraticke formy k bilinearni forme je pro analyzu ovsem zcela formalni 
zalezitosti.) Zato vsak existuji v analyze, a mnohem cetneji v geometrii a 
fysice objekty, popsane multilinearnimi formami. Zatim jsme meli jediny ne- 
trivialni priklad multilinearni funkce vice nez dvou promennych: slo o pojem 
determinantu. 

Teorii tensoru je mozno budovat na prostorech se skalarnim soucinem 
(viz napr. knihu J. Kvasnici), coz casto dostacuje pro aplikace a coz je moz- 
na pro zacatecniky „stravitelnejsi“, neb nevyzaduje pojem dualniho prosto- 
ru; po pravde receno se vsak pojem dualniho prostoru spise jenom dokonale 
zamaskuje tim, ze se ztotozni dual s puvodnim prostorem pomoci vety o re- 
presentaci a transformace souradnic se provadeji pouze ortogonalni. 

Teorii tensoru je mozno ovsem budovat i obecne na linearnich prostorech 
i bez skalarniho soucinu; skalarni soucin se potom pouziva jen k nekterym 
specialnim konstrukcim. Tento postup je v soucasne literature castejsi, je 
logictejsi a asi i jednodussi (i kdyz nikoli nutne pro zacatecniky). Pridrzime se 
ho jiz proto, ze kapitola o dualite ma smysl predevsim s ohledem na budovani 
teorie tensoru. Kdyz jsme jiz dualitu zvladli (haha?), bylo by nesmyslne 
zavadet tensory nejakym specialnejsim zpusobem. 

Priklady TENSORU. 

• skalar (tensor bez indexu, ma jednu slozku, ktera se nemeni pri trans- 
formacich) 

• vektor (kovektor, kontravektor) 

• zobrazeni, operator; jeden index nahore a jeden dole; identickemu zob¬ 
razeni 1 : V —>■ Y odpovida Kroneckeruv tensor 

• bilinearni forma (napr. Riemannova metrika g /liy ) 

2 tJvod zpracovan volne die spisu „0 povetrnosti 11 , dr. F. J. Studnicka, Praha, 1872, Ma- 
tice lidu - spolek pro vydavani lacinych knih ceskych. F.J. Studnicka byl prvmm rektorem 
ceske casti UK. 
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• dalsi tensory z obecne teorie relativity; napr. tensor krivosti R^, 
tensor hmoty (tj. hustoty energie a hybnosti) T^ 

• tensor setvacnosti J fj . pomoci nehoz lze vyjadrit moment setrvacnosti 
na osu zadanou jednotkovym vektorem v, vztah mezi vektorem uhlove 
rychlosti a momentem hybnosti atd. a vztah pro energii rotujiciho tele- 
sa jako hodnotu kvadraticke formy po dosazeni vektoru uhlove rychlosti 
(jde o specialni „ortogonalni“ tensory, proto vsechny indexy dole) 

I = , Lj = Ijjojj. E = — IjjUJjUJj ... (19.1) 

• tensor napeti r t j a deformace e t j ; jako priklad vzorcu uvedeme vztah 
pro silu pusobici na plosku dS (normalovy vektor k plosce o veli- 
kosti stejne jako ma ploska obsah), vztah mezi nimi pomoci tensoru 
pruznosti (Hookuv zakon), ktery pro isotropni latku muze obsahovat 
jen dve nezavisle konstanty a, /3, protoze musi byt zkonstruovan jen 
z delta-tensoru (vsechny indexy piseme dolu: pripoustime jen ortogo- 
nalni transformace) 


dEi — TijdSi, Tij — Cijkl^kl ■ ■ ■ (19 2) 

Ojki = oi5ij8 k i + %{5 ik 5ji + SuSjk ); 

tensor deformace Sij = l/2(d t u ] + djUj) lze take interpretovat tak, ze 
udava, na jaky elipsoid tvaru (alespon pro mala £ij) 

(6^ — 2 £ij)x l x^ = r 2 (19.3) 

se „smackne“ kulovy element objemu daneho telesa x t x, = r 2 (alespon 
pro tak male polomery koule r 2 , abychom mohli zanedbat eventualni 
nekonstantnost v kouli) 

• dalsi a dalsi fysikalni tensory, napr. tensor polarisovatelnosti, uda- 
vajici vztah mezi vektorem polarisace a vektorem elektricke intensity 
v krystalech (v homogenmch latkach je nasobkem 5^) 

Pi=a ij E j , (19.4) 

piezoelektricke tensory a mnohe jine 


• determinant 
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Abyste mohli lepe cist dalsi text, osvezte si, co je to faktorprostor (v hledani 
vam pomuze rejstrik). 

Vysvetlete, proc je faktorprostor V podle W specialmm pripadem faktorm- 
noziny, tzn. mnoziny vsech tffd ekvivalence V typu 

» = {^V | v J Vy\ (19.5) 

(ekvivalence je relace, ktera je reflexivni, symetricka a transitivni) pro spe- 
cialni ekvivalenci 

v^v' ■<=>■ v — w G W. (19.6) 


Definice formAlniho lineArniho OBALU. Budeme potrebovat jeste 
jednu abstraktni konstrukci, totiz vytvoreni vektoroveho prostoru nad zvole- 
nou basi. Nasledujici definici lehce pochopite, predstavite-li si dobre znamy 
linearni prostor M” jako formalni linearni obal mnoziny { 1 , 2, ..., n}. 

Formalmm linearnfm obalem Cf{X) mnoziny X budeme 3 ininit mno- 
zinu vsech (realnych ci komplexnich podle kontextu) funkci na mnozine X. 
Kazdy prvek A E Cf(X) lze zapsat ve tvaru 

A=J]A(a;)v 3; , (19.7) 

xGX 

kde vektor v x E Cf(X) oznacuje funkci A (y) = S xy . V pripadech, o nichz 
budeme mluvit, budeme (i pokud X bude nespocetna) kombinovat konec- 
ny pocet jejich prvku. V pripadech slozitejsich (napr. chceme-li Hilbertuv 
prostor kvantove mechaniky jedne castice popsat jako komplexni formalni 
linearni obal prostoru R 3 ) bychom sumu (alespon formalne) nahradili neja- 
kym integralem, Kroneckerovo delta nejakou delta-funkci atd. 

Tri definice tensoroveho soucinu prostoru 

PrvA definice. Necht’ V a W jsou linearni prostory majici base v 1; ...v„ 
a wi,..., w TO . Pak formalni linearni obal kartezskeho soucinu basi nazyvame 
tensorovym sou^inem V a W a znacime ho 

V ® W := ^({v 1? ..., v n } x (wi,..., w m }). (19.8) 

3 Jestlize bude zrejme, ze jiny linearni obal nez formalni nebudeme umet konstruovat, 
budeme index / vynechavat. 
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Prvky V g W budeme zapisovat ve tvaru 

T = g w j)t ij , (19.9) 

$$ 

kde Vj g w j je nove oznacenf pro prvek (vj,Wj) kartezskeho soucinu basf 
(nazyvany casto dyadicky sou£in vektoru), a jest prvkem base V g) W. 
Definice jest tedy takova, ze 

dim(V g W) = dim V • dim W. (19.10) 

Nejde tedy o kartezsky soucin V x W, ktery ma dimensi dimV + dimW, 
a tudiz ho radi znacime take V © W. (Toto znaceni jsme jiz uzivali u di- 
rektnich rozkladu prostoru.) Prostor W g V je isomorfm prostoru V g W, 
a o teto skutecnosti se vyjadrujeme jako o komutativit^ tensoroveho sou¬ 
cinu. (Nechapejte tuto vgtu jako tvrzeni o komutativitg nasobeni 
matic. S takovymi nedbalostmi si zde nezahravame.) Muzeme take kon- 
struovat isomorfismy mezi prostory 

Ug (Y® W) = (Ug V) © (Ug W), (19.11) 

coz nam umoznuje mluvit i o distributivnosti g vuci ©. (Overte alespon, 
ze prostory na obou stranach maji stejne dimense.) 

Zatim se nebudeme obtezovat otazkou, zda nezavisi definice na volbe 
base (lze konstruovat isomorfismy), veta nfze nam vse vypovf. 

DruhA definice. Tensorovym soucinem VgW nazyvame prostor vsech 
bilinearnfch forem na kartezskem soucinu V' x W' dualnfch prostoru. 

Vztah teto nejkratsf definice k definici prve plyne z nasledujfcfho. 

Veta. Kazda bilinearnf forma B na V 1 x W 1 je urcena jednoznacne cfsly 

b ij = (19.12) 

kde {v /2 } resp. {w'- 7 } oznacuje dualnf basi, protoze 

B(^aiir n ,'^2l3jiv' : >) = d t {3. i B(v 1 , w /J ). (19.13) 


Dusledek. Ztotoznfme-li tensor v t g Wj s bilinearnf formou 
(v ,w') -w'iiVj), 


(19.14) 
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mame tfm zadan isomorfismus V®Wna prostor vsech bilinearnfch forem 
na V' x W'. cfmz je take vyrfzena otazka V <8) W zkonstruovanych podle 
ruznych bast die definice prve. Objasnete. 


Definice treti. (0) Tato nejabstraktnejsf definice je matematiky nej- 
pouzfvanejsf. 

Tensorovym soucinem V ® W rozumime faktorprostor 4 

£(V x W)/Z, (19.15) 

kde Z je linearni podprostor generovany vektory 

(v, Wi + w 2 ) - (v, Wi) - (v, w 2 ) 


(Av, w) — (v, Aw) 
A(v, w) — (Av. w) 


(19.16) 


Podrobnou diskusi posledni definice vynechame. 


Spojeni prve a treti definice. Necht’ mnozina {vi, v 2 ,...} generuje 
V a mnozina {wi,...} generuje W. Potom prostor 

£/{(v,>w, : )}/Z. (19.17) 

kde Z je podprostor C generovany vsemi prvky tvaru 


a*(vj, w) kde w E W a ^= 0 
a Y,j fP{y- w j) kde v G V a ^ /¥w ? = 0 

je isomorfnf V ® W. 


(19.18) 


PoznAmka. Extremnfmi moznostmi voleb mnozin {vi,...} resp. {wi,...} 
je jednak base Y resp. W; v tomto prfpade dostavame definici prvou, protoze 
Z je trivialnf podprostor obsahujfcf jen (0, 0) nulovy prvek. 

Druhou extremnf moznostf je dosazenf celych prostoru V resp. W za 
mnoziny {vi,...} a {wj,...}, cfmz dostavame treti definici tensoroveho sou- 
cinu. 

Dukaz i enom naznaclme. Vyjdeme ze spravnosti prve definice a pridame 
nejaky „novy“ vektor 

v„+i = ^A*Vj (19.19) 


4 Jde o faktorprostor opravdu obriho prostoru, ktery „ma“ dimensi takovou, jako je 
pocet prvku v V x W. Tato troufalost je prinejmensim zde uzitecna. 
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do souboru vi,... . Tim sice zvetslme prostor C, nikoli vsak faktorprostor, 
jelikoz pro kazdy element t „noveho“ prostoru C existuje t ze stareho C 
takovy, ze 5 (T) 

t-t = e Z (!) (19.20) 


Tvrzeni. Kazde bilinearni zobrazeni 

F: VxW^W, (19.21) 

kde V, W, W jsou linearni prostory, lze jednoznacne rozsirit na linearni zob¬ 
razeni 

(g) F : V g) W —>■ W; (19.22) 

oznacime-li symbolem j vnoreni j(v, w) = vg w 
(pozor, j(Av, w) = j(v, Aw) = Aj(v, w)), tak 

F = <8>F o j, s argumenty F(v, w) = <g>F(v g w). (19.23) 

PUKAZ opet jen strucne: neda moc prace rozsirit kazde zobrazeni (bili¬ 
nearity zde netreba) na kartezskem soucinu 

F : {vi,...} x {wi,W (19.24) 

na linearnl zobrazeni na jC. Bilinearitu uzijeme teprve v okamziku, kdy uka- 
zujeme, ze takto rozslrene zobrazeni se anuluje na podprostoru Zc£. 

Dusledek. Prostor vsech bilinearnich forem na V x W - tedy prostor 
V^W 7 podle definice druhe - jsme timto ztotoznili s dualem prostoru VgW 
(je treba jeste dodat, ze restrikci linearniho zobrazeni na V® W je bilinearni 
zobrazeni na V x W). 

Zcela analogicky je mozno ztotoznit prostory 

(V <g> W')'= V' <g> W, (V'®W')'=¥®W atd. (19.25) 

(Pro nekonecnerozmerne prostory V, W, kde navic uvazujeme ruzne topolo- 
gie, to ovsem takto jednoduche neni!) 

6 Piseme jen tu cast t , ktera nelezi ve starem jC. 
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Definice. Necht’ v E V, w E W. Tensorem 

t = v g w, tfi = v l wi (19.26) 

oznacfme ten prvek t E (V g W')', pro nejz platf 

i(v',w') = i/(v)-«/( w'), v'-P-w'fuS. (19.27) 


TerminologickA poznAmka. Je tedy mozno chapat prostor W g \V' 
jako prostor vsech A-linearnfch zobrazeni (A je teleso, A-linearita znamena, 
ze zobrazeni prirazuje vektoru vynasobenemu konstantou k E A opet k- 
nasobek, co vektoru puvodnimu) z prostoru Y do W. Ten se take nekdy znaci 
jako HoniA(Y, W) a rika se, ze je kovariantni podle W a kontravariantni 
podle V (kvuli te carce). 

Tvrzeni bez dukazu. Necht’ v E JN VjA*, w = w|^i. Pak podle 

posledni definice 

v (g) w = ^ Vj (g) Wj ■ AV- 7 , (19.28) 

pomoci cehoz bychom mohli ve smyslu prve definice vyraz vg) w i definovat. 

Definice. Tensor t E V <E> W nazveme rozlozitelnym, pokud je tvaru 
v g) w. 

Vektory v. w jsou urceny az na to, ze lze jeden z nich vydelit a druhy 
vynasobit nejakym A, jednoznacne. 

CviCENI. Necht’ V je prostor funkci (treba polynomu) na R. Tensorovy 
soucin V g V je mozno ztotoznit s jistym prostorem funkcf na R 2 (dvou 
promennych). Elementy f g g jsou prave ty funkce, ktere maji tvar 

{(a:, y) ^ f{x)g{y)} ■ R X R R. (19.29) 


ROZSIRENI. Tensorovy soucin vice (nez dvou) linearnfch prostoru (napr. 
U, V, W) lze zkonstruovat jako soucin (U g V) g W nebo jako soucin U g 
(V g W) (prostor Ug ¥ je opet linearni prostor a jeho prvky lze zase 
nazvat vektory). Nastesti, obe definice vedou k isomorfnim prostorum, a 
o teto vlastnosti budeme mluvit jako o asociativitS tensoroveho nasobeni 
(zavorky budeme vynechavat). 
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Prvky tensoroveho soucinu U (g) V ® ... (g) Z budeme zapisovat ve tvaru 
T = Y (uj (g) Vj (g>... ® zi)t l: >- 1 . (19.30) 

Tensor tedy lze chapat jako tabulku cisel indexovanou nekolika (zadnym, 
jednirn, dvema, tremi 6 atd.) indexy, vsak davajici informaci pouze ve zvole- 
nych basich ve U,... ,Z. Se zmenou base se mem i tabulka „slozek tensoru“: 

Veta. Vyjadreme tento tensor T v novych basich prostoru U,V,...Z, 
totiz v basich {u*}, {vy},... ,{z i} a matice prechodu od nevlnkovanych k vln- 
kovanym basim oznacme U, V,... ,Z, napr. 

(ui,..., u„) = (uj.v„)U. (19.31) 

Potom tensor napsany v novych basich 

T = Y (^ 181 *3 ® ■ ■ ■ ® (19.32) 

bude nht slozky takove, ze slozky ve starych basich jdou vyjadrit jako 

f 1 ’ = Y u \ vj j ■■■■■ (19.33) 

Dukaz. Staci dosadit Uj = u 2 vi\ (a podobne pro ostatni base) a 
tensorove roznasobit s uzitim distributivniho zakona. 

t = Y Y («»® &s ® ■ ■ ■ ® ■ ■ ■ ■ ■ zl f 1 " 1 ( 19 - 34 ) 

Matematicke priklady tensoru. 

• Prostor polynomu vice promennych lze psat jako tensorovy soucin pro¬ 
storu polynomu jedne promenne: x m y n ztotoznime s x m ® y n . 

• V tomto smyslu je Hilbertuv prostor stavu dvou castic v kvantove 
mechanice tensorovym soucinem Hilbertovych prostoru techto castic; 
popisujeme-li dve castice, vlnovou funkci musime definovat v sestiroz- 
mernem prostoru - nejsou to tedy dve vlny v trojrozmernem prostoru! 


3 Dale ctyrmi, peti atd. 
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• (0) Analytici radi povazuji prostor funkci vice promennych za tensorovy 
soucin prostoru funkci jedne promenne. V pripade nekonecnedimensio- 
nalnich prostoru je zadouci zkonstruovat jeste vhodnou topologii na 
V g) W. Pak se ukazuje, ze prostor C((0,1) x (0,1)) spojitych funkci na 
danem dvourozmernem intervalu s normou ||/|| = sup Xj2/g ( 0 ^ \ f(x,y)\ 
je zuplnenim C{ 0,1) (g) C( 0,1). (<?) 

Uvedena tematika tvori rozsahlou partii funkcionalni analyzy (Grothen- 
dieck,... 

Vidime, ze v techto pripadech jsme nahlizeli na tensory spise v duchu defi- 
nice prve a treti. Jindy (tensor setrvacnosti, metricky tensor, piezoelektricky 
tensor) je prirozenejsi mluvit v duchu definice druhe, to jest kvadraticke 
formy. 

V dalsim se omezime na tensorove souciny V (g) W ® ... (g) Z vznikle 
tensorovym nasobenim prostoru Y,W, ...,Z, ktere jsou vsechny kopiemi 
jednoho zvoleneho vektoroveho prostoru eventualne jeho dualu (obycejne 
jde o prostor isomorfni nejakemu M n ). 

Odedavna v teto knize uzivame zapis pomoci hornich a dolnich indexu, 
ktery prinasi nesporne vyhody: vsechny scitance (a tedy take obe strany 
rovnic) musi mit stejne ty horni i dolni indexy (a kazdy se smi vyskytovat 
jen jednou), ktere nejsou hluche; hluchymi indexy mame na mysli indexy, 
vyskytujici se v rovnicich jednou nahore a jednou dole, pricemz podle nich 
provadime scitani, napr. 

= F°V t 'xfyF'Vi + ... + F d V d = F^Vfj, (19.35) 

a (jak vidite v poslednim vyjadreni) znak sumy lze vynechat v souladu s Ein- 
steinovou suma£ni konvenci. 

V dalsim bude E pevny vektorovy prostor s basi e i,..., e fJ i a E' jeho 
dual. 

Definice. Tensor tvaru 

T = • •®e' fe g ) e"g)... <E EgiEg).. .giE'giE'g)... , (19.36) 

ktery ma u koeficientu a^f" m hornich a n dolnich indexu, tedu u soucinu 
Si g) ... e' k g) ... ma m dolnich a n hornich indexu, nazyvame m-krat kon- 
travariantni a n-krat kovariantni. Budeme take rikat, ze je to tensor typu 
(n, m ). 
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Tak napriklad, vektor base ei prostoru E je (jednou) kontravariantni 
vektor neboli tensor typu (0,1). 

Zmenme nyni basi {e*} a odpovidajicim zpusobem dualni basi {e /l }: 
matice C necht’ je matici prechodu od base ei.... e„ k nove basi f]..... f„: 

u = e j( ? v (19.37) 

Pripommame, ze je potom ((cT 1 )^- jsou elementy inversni matice) 

f ,?: = (c -1 )*^', (19.38) 

coz lze zapsat v mene prirozenem tvaru mene prirozenym zavedenim kon- 
tragradientni matice D = (C _1 ) T (pozor, u d' urcuje - na rozdil od nasich 
zvyku - dolni index j radku) 

i a = e' j df. (19.39) 

Potom se slozky tensoru s obema druhy indexu u slozek transformuji podle 
nasledujicich vzorcu: necht’ 

T = .. = a^"fj(8)fj(8).. .®f' k ®f ,l <®.... (19.40) 

Potom je (pfipominame Einsteinovu konvenci) 

a kl'.:. = «Vj ■ ■ • • • adj {c7 x )\{c-')\ ■.... (19.41) 

Priklad. Tensor (1,1) 

a? t ■ §j ® e n = ® a\e' 1 (19.42) 

ztotoznujeme s operatorem §iX 1 i-> e 3 y ?, kde y 3 = a^x 1 . Vzorec pro trans- 

formaci tensoru je potom dobre znamym vzorcem 

A = CAC -1 (19.43) 

pro zmenu matice zobrazeni pri zmene base. 

Dvakrat kovariantni tensor 

® e ,j (19.44) 

ztotoznujeme s bilinearni formou na E danou predpisem 
B(eix\e jy 3 ) = aijx'xT 


(19.45) 
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Ve vzorci pro transformaci tensoru poznavame formuli popisujici zmenu ma- 
tice kvadraticke formy pri zmene base: 

a ki = = {c- lT )^a u {c~ l ) l l . (19.46) 

Z posledniho tvaru je videt A = (C _1 ) T AC _1 , coz zname v obracenem 
tvaru A = C T AC. 

Operace s tensory 

Tensory z tehoz prostoru lze scitat (jejich „souradnice“ se pritom scitaji), 
lze mezi sebou nasobit tensory typu (n, m) a (n', m'), aby daly jako vysledek 
tensor (n + n', rn p rrt'). Napriklad lze psat pro „souradnice“ 

(19-47) 

Specialmm pripadem tohoto je nasobeni konstantou - skalarem, tensorem 
typu (0,0). 

Ale hlavne lze tensory uzit; zvollme si par indexu (jeden horni a jeden 
dolni) souradnic tensoru typu (m, n), abychom misto obou napsali tyz index, 
scitali podle neho a dostali souradnice tensoru typu (m — l,n — 1). 

Pak lze na velkou cast linearni algebry (krome „specialnejsich“ partii 
zalozenych na pojmu spektra operatoru) nahlizet jako na sadu cviceni ilust- 
rujicich pojem uzenf tensoru. Jak se vam libi takovy nazor? Drive nez 
odpovite negativne, prectete si nasledujici priklady. 

Hodnota linearni formy u' (prvku dualniho prostoru, jednou kovariant- 
niho tensoru) ve vektoru v je uzenim tensoru typu (1,1) 

«'(v) = u'y. (19.48) 

Tensorovym nasobenim dvou tensoru typu (1,1), kterymi jsme nahradili 
operatory, dostaneme tensor t typu (2, 2), jehoz vhodnym uzenim dostavame 

tkl = al k^v tji = c% l = a *j^| (19.49) 

soucin matic C = AB. 

Z jednoho tensoru se souradnicemi typu (1,1) lze uzenim dostat skalar 
Co je to? Uz jste na stope?! 

Presvedcili jsme jiz ctenare o hloubce definice Henriho Poincare, ze „Ma- 
tematika je umem nazyvat ruzne veci stejnymi jrneny. “ ? 
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Cviceni. Na rozdil od stopy operatoru jsme nikde nediskutovali pojem stopy 
kvadraticke formy. Vite proc? 

Tensory na EUKLIDOVSKYCH prostorech. Podle nazoru nekterych 
je toto a jenom toto prave to, co fysikove potrebuji. 

Urcite to neni tak uplne pravda, neb zvlaste slozitejsi linearm prostory 
(nekonecne dimense) jsou potrebne, a pritom nemivaji vzdycky k disposici 
skalarni soucin. 

Pocitame-li obvykly euklidovsky skalarni soucin, tak ho pro vektory x, y 
dostaneme jako 

b(x,y) = J2 xt y l - (19.50) 

Ale podle toho, co jsme rekli o tensorech a o zakonech zachovani indexu, neni 
tato rovnice korektni. Lze ji ovsem spravit, zavedeme-li symetricky metricky 
tensor gf 3 a zapiseme tedy soucin jako 

b(x,y) = gijX^T (19.51) 

Muzeme povolit zvedani a spousteni indexu za pomoci metrickeho tensoru, 
napr. pro tensory typu (1,0) a (0,1) (a jeden slozitejsi) 

ti = 9ijt\ t l = t k g k \ m abc de = g e e<™ a b 'dd g bb 'g cc! (19.52) 

zavedeme-li inversni metricky tensor se souradnicemi takovymi, aby 

9ij9 jk = S k . (19.53) 

Skalarni soucin lze pak strucne psat jako 7 Xiy 1 = x l yi. Inversni tensor vy- 
pocteme jako inversni matici, a proto je pozadavek ekvivalentni podmince 

g ij g jk = dl (19.54) 

V euklidovskem prostoru vsak byvaji lide mnohem tvrdsi: povoli jen tako- 
ve base a transformace (ortogonalni), ve kterych ma metricky tensor tvar 
(zkratka) gtj = Sij. Potom horni index hraje tutez roli jako dolni 



a neni je treba rozeznavat, a proto nabyva smyslu treba i pojem stopy kvad¬ 
raticke formy. 

7 Rovnost dvou uvedenych vyrazu je dusledkem obvykle pozadovane symetrie metricke¬ 
ho tensoru. 
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19.2 Symetricke a antisymetricke tensory 

Doufejme, ze nikoho moc nemrzi, ze jiz dels! dobu mluvime spise o „sou- 
radnicich“ tensoru nez o tensorech. Vzdy mluvime o tensoru, zapsanem ve 
standardnim tvaru (soucet tensorovych soucinu vektoru base - a dualnich 
vektoru base - nasobenych prislusnou „soufadnici“). 

Nyni si budeme vsimat symetrie a antisymetrie vuci permutacim nektere 
skupiny indexu (musi byt vsechny horni nebo vsechny dolni) a s eventualmmi 
ostatnimi indexy tensoru nebudeme hybat. Pro konkretnost, budeme mluvit 
o tensoru, ktery jine takove indexy nema, a budeme se zabyvat (anti)symetrii 
vuci permutacim n dolnich indexu (souradnic). 

Definice. Nazveme (anti)symetrisaci 8 tensoru se souradnicemi 
tensor 

(anti)sym fj . ^%... p = ^ ^{znakrr}c w(i))T y )j ... T(p) , (19.56) 

kde scitame pres vsechny permutace n mnoziny pismen pro indexy {*, j,... ,p} 
a znak7r piseme v pripade antisymetrisace. Pokud je to mozne, piseme misto 
textu „(anti)sym“ zavorky kolem indexu, podle nichz (anti)symetrisujeme, 
napr. 

= sy ^(kl)mii = antisy m kl t) k i mn . (19.57) 

Faktor 1/n! je volen tak, aby dvoji provedeni (anti)symetrisace dalo totez, 
co provedeni jedine. (Anti)symetrisaci totiz dostaneme (anti)symetricky 
tensor, to jest takovy, ze pro kazdou permutaci 7r 

Cij... p = {znak 71 } ■ (19.58) 

Mnohe uzitecne tensory byvaji symetricke (kvadraticke formy, moment 
setvacnosti atd.), mnohe antisymetricke (determinant, tensor elektromag- 
netickeho pole F sjednocujici vektor elektricke intensity a magneticke 
indukce v teorii relativity). 

Samozrejme, zajimave by mohlo byti i studovat (anti)symetrii(isaci) vuci 
zamenam dvojic indexu; napr. velky tensor krivosti R. K \ 4LV je nejen antisy- 
metricky vuci zamene k, A jakoz i /rt, ale je take symetricky vuci zamene 
onech dvojic indexu 

8 Antisymetrisaci se take rika alternace. 


(19.59) 
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Temito otazkami se nebudeme prilis zabyvat. 

Symetrisace tensoru vy ® v m , kde v, jsou vektory (nebo obecneji 
symetricke tensory) se nekdy oznacuje symbolem 

vj• £5 ■, <g> v n . (19.60) 

sym sym 

Obdobne antisymetrisace tensoru vy ® ... <g) v m , kde vj jsou vektory (nebo 
obecneji antisymetricke tensory) se (vzdy) oznacuje symbolem „skobka“ 

vi A ... A v„ (19.61) 

a nazyva se vngjgfm (Grassmannovym) sou^inem vektoru (...) vi,... v m . 

Mimo jine, pro tensor zadany abstraktne multilinearni formou na E x 
E x ... x E definujeme (anti)symetrii takto: 

DEFINICE. Multilinearni formu / nazveme (anti)symetrickou, pokud pro 
vsechny n-tice vektoru z E plati vztah 

/(v i,...,v„) = {znak7r}/(v 7r(1) ,..., y ff(ft) ). (19.62) 

CviCENl. Vyjadrime-li / slozkovym zapisem 

e 3 $l ,..., e p x p n ) = a th ,. f ±\x\ •••••<, (19.63) 

pak je definice nova v souladu se starou. 

Definice. Symetrisovanym tensorovym souiiinem E ® E rozumi- 

sym 

me mnozinu vsech moznych kombinaci tensoru typu v ® w. (Na E ® E 

sym sym 

mame prirozene zadanou linearni strukturu, overte.) 

Abstraktne lze E (g) E definovat jako faktorisaci prostoru E ® E podle 
sym 

podprostoru generovaneho vsemi prvky tvaru 


V (g) w — W (g) V. 


(19.64) 


(Ve slozkach to znelo jednoduseji, nebo ne?) 

Ukazte, ze kazde symetricke zobrazeni F : E x E - tj. takove, ze -F(v, w) = 
F( w, v) - lze jednoznacne rozsirit na linearni zobrazeni na E g) E. 
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Definice. Obdobne antisymetrisovanym tensorovym sou£inem 
E A E rozumime mnozinu vsech moznych kombinaci tensoru typu v A w. 
(Na E A E mame prirozene zadanou linearm strukturu, overte.) 

Abstraktne tento prostor definujeme jako faktorisaci Y 0 V podle jeho 
podprostoru generovaneho prvky 

e 0 f + f 0 e, (19.65) 

cimz ve faktorisaci ztotoznime tensory e®f a —f 0 e. Obecneji, prostor 
A m (E) = Ea. . .AE (napravo m-krat E) definujeme jako faktorisaci E®.. ,®E 
podle podprostoru Z generovaneho tensory typu 

ei (8) e2 (8) ■ ■ ■ (8) e m — znakTre,,-^) <8> (8> ■ ■ ■ <E> e w ( m ): (19.66) 

kde 7r je permutace na indexove mnozine {1,..., m}. Prislusnou tridu ei 0 
... 0 e m + Z oznacujeme symbolem ei A ... A e m . 

CviCENl. Je-li m > dimE, je A m (E) = {0}- 

NAvod. Kazdy prvek A m (E) je linearni kombinaci prvku tvaru ei A... A 
e m , kde e 2 volime z nejake base E. Pro m > dimE se musi nektery prvek e 2 
vyskytnout ve vyrazu ej A ... A e m alespoii dvakrat; transponujeme-li tyto 
dve kopie mezi sebou, uvedena transposice na tensoru nic nemeni, z druhe 
strany vsak podle antisymetrie meni znamenko tensoru. Pouze nulovy tensor 
se rovna svemu opaku. 

Definice. Podobne jako u obecnych, lze i u antisymetrisovanych tensoru 
mluvit o rozlozitelnosti tensoru t G A fc (E), existuji-li vektory vi,..., 
takove, ze t =vj A...Avj. 

Priklad. Kazdy tensor z A 2 (R 3 ) je rozlozitelny, coz souvisi (jak zane- 
dlouho uvidite) s tim, ze ho vzdy lze zapsat (a to nekonecne mnoha zpusoby, 
a to nejen volbou A) jako „vektorovy soucin“ dvou vektoru. 

Naopak, uz tensor t z A 2 (M 4 ) nemusi byt rozlozitelny, jako napriklad 
(ej..... d] tvori basi M 4 ) 

t = ei A e 2 + e 3 A e 4 . (19.67) 


Dukaz. Pokud by t = u A v, byl by tzv. anulator 
An( t) = {w E M 4 | w At = 0} 


(19.68) 
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alespon dvourozmerny, protoze u, v GAn( t )l 
Na druhe strane, je-li w = e,x l , tak 

wAt = SiAt-x 1 = ei Ae3Ae4a ; 1 + e2Ae3Ae4a ; 2 + e3Aei Ae2a ; 3 + e4Aei Ae2X 4 , 

(19.69) 

cozje rozklad nejakeho tensoru vuci basi A 3 (R 4 ) aje tedy nulovyjen pokud 
jsou vsechna x l nulova, anulator tedy obsahuje jen nulovy vektor. 

FysikAlni priklad. ( 0 ) Uz jsme mluvili o tom, ze v kvantove mechanice 
je Hilbertuv prostor stavu dvou ruznych castic (napr. protonu a elektronu) 
tensorovym soucinem prostoru techto castic samotnych. Vezmeme-li symet- 
ricky resp. antisymetricky produkt N kopii prostoru stavu jednoho bosonu 
resp. fermionu (castice s celociselnym resp. polociselnym spinem, napr. fo- 
tonu, alfa-castice resp. elektronu, protonu atd.), dostaneme prostor stavu 
soustavy N techto castic. 

PoznAmka. Formalni direktni soucet (kartezsky soucin prostoru se sci- 
tanim definovanym „po komponentach“) 

M®E® (E (g) E) ® (E (g) E ® E) ® ... (19.70) 

sym sym sym 

se nazyva symetrickou algebrou 9 linearniho prostoru E. Nekteri to 
radeji pisi jako 

R ffi ^rE ffi ^r(E ® E) #i( E ® E ® E) ffi ... =: exp(E) (19.71) 

1 ! 2 ! sym 3 ! sym sym 

a nazyvaji to exponencialou daneho vektoroveho prostoru. Prvky teto al- 
gebry lze interpretovat jako formalni mocninne rady nad E. Symetricka al¬ 
gebra prostoru je vzdy nekonecnerozmernym prostorem. 

Na druhe strane antisymetricka algebra linearniho prostoru E za- 
psana jako direktni soucet 

A(E) = M ffi E ffi (E A E) ffi ... ffi A"(E) ( 19 . 72 ) 

ma pro konecnerozmerne E dimensi konecnou, konkretne receno 

dim A(E) = dim A*(E) = ,u ^ ( 19 - 73 ) 

k =0 k= 0 k 'A n - k r- 

9 „ Algebrou" minirne v algebre vetsinou okruh bez pozadavku asociativity. 
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protoze skobky ei A... A e m z ruznych vektoru base tvori basi A fc (E). (Kom- 
binacm cislo n nad k snad znate.) 

Mluvili-li jsme o prvcich symetricke algebry jako o formalmch mocnin- 
nych radach, existence A(E) nam dava tusit, ze by mohlo existovat neco 
jako analyza antikomutujfcfch prom^nnych. (Objev lze pripsat Berezi- 
novi do roku 1969.) 

Opravdu, predstavme si sadu (i = 1 antikomutujicich promen- 

nych 10 analogickych komutujicim x t 

{^,^} = 0, (19.74) 

kde {a, fo} = ab + ba oznacuje antikomutator (vztah ViVj = —WjWj mimo 
jine implikuje = 0).. a uvazme, ze kazdou funkci techto promennych lze 
zapsat jako 

f = a + tfVi + a t3 V,<$f +... +aP- p ViVj ...V p , (19.75) 

v kterezto formuli se vyskytuje 2" nezavislych koeficientu (tensory a jsou 
antisymetricke). Scitat muzeme jen cleny grassmannske s grassmannskymi 
nebo negrassmannske s negrassmannskymi, tudiz bude polovina tensoru a 
nulova; podle toho, ktera to bude, bude funkce / grassmannska nebo ne- 
grassmannska. 

Muzeme take parcialne derivovat podle Ate promenne a pravidla 

<s§-'4 } = 0 ’ <19 ' 76) 

a integrovat; integrovani je v tomto svete totez co derivovani a jsme-li du- 
sledni, je i hermitovsky sdruzenym operatorem k danemu Lze efektne 
mluvit i o delta-funkci: 

$(<?,) = «7 t . (19.77) 

Antikomutujici (fermionovske...) promenne hraji velkou roli v supersy- 
metrii, superstrunach atd. 

Matematicke moznosti, skryte pod temito pojmy, jsou dulezite v kvanto- 
ve teorii pole. Bud’ napriklad E Hilbertuv prostor 11 stavu jednoho elektronu 
(pro nazornost mluvme o basi tohoto prostoru obsahujici vektory (n, l, l z , s z ), 

10 Dosud se znaci predevsim pismenem apod. 

n Nym mluvime o komplexni variaci zmmenych pojmu, kde se vsechny vektory base 
mohou nasobit komplexnimi faktory, algebra ma tvar C © ... atd. 
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stejne tak bychom mohli vzit basi „elektron se spinem nahoru/dolu v bode 
x“ apod.) 

Antisymetricka algebra je ted’ (stejne jako E) nekonecnerozmerna a tvori 
Hilbertuv prostor, ktery je direktnim souctem n-elektronovych Hilbertovych 
prostoru pro n = 0,1, 2,_Stavy tvoriri jeho basi lze psat napr. jako 

(la t )*(laj*(2 at )*|0>, (19.78) 

kde |0) znamena vakuum a (2s-j-)* apod, jsou krea£m operatory pridava- 
jici elektron do daneho stavu. Snad v tom vidite jednak antisymetrisovany 
tensorovy soucin 

(1st) A ( ls l) A (2s t ) ( 19 - 79 ) 

a jednak Pauliho princip: tim, ze byste kreovali dva elektrony do jednoho 
stavu, byste dostali nulovy vektor (prvek antisymetrisovane algebry). 

Merem plo§nych obsahu 

Vnejsi (Grassmannovy) souciny jsou jeste dulezitejsi (alespon v geometrii) 
nez symetrisovane tensorove souciny a venujeme jim nekolik pripravnych po- 
znamek. (Viz nejprve pripravne poznamky k definici determinantu ze zim- 
niho semestru.) 

Souviseji totiz s pojmem plo§neho obsahu linearnich utvaru v euklidov- 
skem (nebo kvasieuklidovskem na zpusob Minkowskeho prostoru) prostoru. 
Necht’ i?(vi,..., Vfc) je A;-rozmerny rovnobeznosten 

k 

0j}} (19-80) 

vymezeny vektory v i ..... E M n . 

Chtejme mu priradit velicinu 

F(vi,...,v fc ), (19.81) 

ktera by mela vyznam „plosneho obsahu 11 tohoto rovnobeznostenu. (Toto 
pojmenovani pochazi z pripadu k = 2, n = 3, jindy by mohlo byti roz- 
umnejsi hovorit o deice, objemu apod.) Pripad k = n jsme jiz diskutovali 
(determinant): determinant matice A lze pocitat jako 

det A = n\ ■ ■ a p p> . 


i-krat 


(19.82) 
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Vsimnete si, ze tato rovnice ma indexy zapsany korektne. Chceme-li spocitat 
n -rozmerny objem n vektoru s,;, % = 1. n. spocteme si tensor 

V = Si A ... A s„, V l i" p = Y' ■ ■ ■ ■ ■ s'l^znakn (19.83) 

n\ ^ 

a vsimneme si, ze n!-krat V 12 - n nam vyjadruje objem rovnobeznostenu vy- 
tyceneho vektory s',; v jednotkach objemu rovnobeznostenu vytyceneho vek- 
tory base ej..... e„: samozrejme, zmenou base se meni tento objem a tak se 
budou menit i slozky tensoru V, pokud se neomezime pouze na unimodularni 
transformace. 

Vyraz n\ ■ V 12 '" n lze psat take jako 

V ij - p £ ij ... p , (19.84) 

zavedeme-li uplne antisymetricky tensor £ij... p s elementem £n...n = +1. 
(Elementy odpovidajici sudym resp. lichym permutacim jsou +1 resp. —1.) 
Tento tensor zustava pri unimodularni zmene base (kdy matice prechodu je 
unimodularni) konstantni. Obecne, nasobi se determinantem matice precho- 
du k nove basi, napr. pro zrcadleni meni znamenko. 

Plosne obsahy fc-dimensionalmch objektu umistenych v n-rozmernem 
prostoru ale nelze pocitat pomoci objektu se stejnymi vlastnostmi, jake ma 
determinant. 

Grassmann si ani ne sto let pred vydanim teto knihy uvedomil, ze anti¬ 
symetricky tensor 

R(vi,.. •, v fc ) = vi A v 2 A ... A vjfe, (19.85) 

ma plno „plosny obsah“ vystihujicich vlastnosti; zvlaste to, ze 

■« k ■ u,-'- 

R(tN- H v 2 ,..., Vfc) = R(vi,..., v fc ) (19.86) 

i=2 

se nemeni prictenim nasobku ostatnich vektoru k prvemu (a obdobne pro 
ostatni vektory), coz nam pripomina invarianci velikosti „plochy“ vuci teto 
operaci. 

Linearni charakter ma tensor R a nikoliv „pouhe cislo“, jakym je de¬ 
terminant (coz je ovsem - jak jiz vime - take tensor, i kdyz tento fakt je 
fade uzivatelu tohoto pojmu skryt diky tomu, ze jde o specialni pripad n- 
nasobneho vnejsiho soucinu 12 v prostoru dimense n). 

12 Mluvime o determinantu matice, jejiz sloupce tvori souradnice vektoru, nikoliv matice 
zobrazeni. 
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Zbyva nym definovat normu na E A ... A E a prohlasit |r| za velikost 
A;-rozmerne „plochy“ rovnobeznostenu. 

My nastesti zname konkretni priklad, jak se to vse dela: chceme-li spoci- 
tat obsah rovnobeznika vytyceneho (trojrozmernymi) vektory a, b, spocteme 
si jejich vektorovy soucin 

m = [a x b], (19.87) 

coz je vektor, a velikost plochy dopocteme jako delku tohoto vektoru. 

Obdobne postupujeme i v tensorovem zapisu: vypocteme slozky tensoru 

m = a A b, m ij = - a^U) (19.88) 

a ctverec obsahu dopocteme jako (dolni indexy chapejte jako podle nedavno 
diskutovanych pravidel spustene indexy) 13 

S 2 = 2!m%-. (19.89) 

(Faktor 2! jsme pridali proto, ze ve vzorci pro m*- 7 je 1/2!, ktere se mocni 
na druhou, ale zase sumace pres vsechny dvojice ruznych i. j je sumaci 2! 
stejnych clenu, a proto nasobime jen prvou mocninou 2!.) 

Snad je zrejme, jak se vytvori analogie pro obecne k (pocet vektoru 
a,..., d, pocet indexu tensoru m atd.). Tensor m bude 

m = a A ... A d, m ij - p = a <i b>...dP > . (19.90) 

Ctverec obsahu fc-rozmcrneho „rovnobeznika“ 

R( a,..., d) = {tia + t2b + ... + t /~d | ti G (0,1)} (19.91) 

budeme pocitat jako 

S 2 = k\m ij - p m i;j ... p . (19.92) 

Lze tedy zavest skalarni soucin dvou tensoru s k indexy 

b(m, n) = k\m ij - p n ij ... p . (19.93) 

Na tomto vzorci je videt linearita v prvem parametru, antilinearita v druhem 
a positivni definitnost (pro positivne definitni metriku, Vm / 0 b(m, m) > 
0). 

13 Od nynejska piseme prouzky, aby byly vzorce vyuzitelne pro pripad komplexmch pro- 
storu (se skalarnim soucinem s pruhem). Muzete si je odmyslit, staci-li vam realna varianta. 
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Veta. Vyse definovany skalarni soucin antisymetrickych tensoru splnuje 
podminku 

b(vi A ... A V£, wi A ... A Wfc) = det G, (19.94) 

kde G = ( gij ) je Grammova matice souboru vektoru a je 

9ij = b(v i5 -wj) = Vikwf, (19.95) 

mame-li skalarni soucin vektoru zadan uvedenym zpusobem. 

Konkretne, je-li v. ( = w, a navic jsou vsechny v. ( na sebe kolme, uvedeny 
determinant ma hodnotu soucinu ctvercu norem vektoru v 2 . 

Vidime, ze vyraz ma vsechny pozadovane vlastnosti a navic je i dobre 
normovan. Protoze je spravne zapsan po strance indexove, je to skalar, ktery 
se nezmeni, prejdeme-li k nove basi. Pricteme-li k teto invarianci vuci rotacim 
jeste nemennost pri pricitani k vektoru nasobku vektoru ostatnich (i samotny 
tensor je vuci tomuto invariantni), lze verit tomu, ze jsme nasli tu pravou 
formuli pro vypocet obsahu. 

PUKAZ. Rozeplseme-li skalarni soucin do tvaru n\m lh '- p rn t j h .. p . dostane- 
me 

ZJ v i Mv 2 U) ■ ■ ■ (p) “i ,7 r'(i) • • • w k y(p)7.nak 7r • znak tt'. (19.96) 

Nynl najdeme napr. k ciniteli v T ^ takovy cinitel mezi w. a by mel index take 
n(i). Bude to ten s tlm plsmenem kteremu permutace n' priradl 

7r(«), to jest s plsmenem 7r' _1 (7r(*)). Dojdeme tak ke tvaru 

h Z znak7r • znak7r ' ■ U(i)) ■ 

(19.97) 

Ovsem oznace.nl hluchych indexu lze jakkoli prostrldat a psat mlsto vsech 
7 r(«),..., 7 t(j>) prlmo i,... ,p a sumace podle 7r tak prejde na proste nasobenl 
k\ (vsechny scltance jsou stejne). Marne tedy vysledek, v nemz poznavame 
det G, jelikoz znak 7r' je tyz jako znak 7r' 1 a sumace pres inversnlpermutace 
je totez, co sumace pres permutace. 

^znakTr' ■ vlw iy -i {i) ■ ... • v v k w ky -i {p) 


(19.98) 
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Vsechny souvislosti mohou mit mnoho vykladu a my uvadime nekolik 
reformulaci. Podrobneji viz dalsi literaturu, treba [21]. 

Veta prvA. Necht’ v* = ekde ei.....e„ je base E. Pak 

vi A ... A Vi = ^2 det A n ■ e Wl A ... A e^, (19.99) 

Q 

kde A n oznacuje matici vzniklou z (vysoke) matice A vyberem radku s in- 
dexy u)i < u }2 < ■ ■ ■ < & sumace ve vzorci se provadi pres vsechny takoveto 

vybery fl. 

K dukazu vam staci deGnice determinantu. 

Veta druhA. Necht’ b(T,7) je skalarni soucin na E a necht ei,..., e n je 
ortonormalni base E. Pak vzhledem ke skalarnimu soucinu plati nasledujici 
ZOBECNENI PYTHAGOROVY VETY . 


||vi A ... A || 2 = ^2 |det A n | (19.100) 

n 

a vysazena formule vety prve dava ortogonalni rozklad tensoru vj A... Av^. 

Dusledek. Necht A je libovolna „stihla“ matice o k sloupcich a n rad- 
cich. Oznacme symbolem G jeji Grammovu matici 

G = A*A. (19.101) 

(V realnem pripade si misto adjunkce predstavte transponovani. 14 ) Potom 
plati vzorec 

detG = J]|detA n | 2 , (19.102) 

n 

kde sumace je pres vsechny vybrane &-tice u)\ < ... < z mnoziny indexu 

1,..., n. 

PraVIDLO pro ZAPAMATOvAni. Mame-li k-rozmgrny rovnobgznostgn 

vymezeny vektory V]_v/,.. tak jeho k-rozmgrny "objem" V pofiitame 

vzorcem V = \/det G, kde G = A*A a do sloupch matice A piSeme 
souradnice vektorti vi,... v*.. (Ngkdy mtize byt vyhodngjSi vzit misto 

14 Transponovani si lze predstavit i v komplexnim pripade, pak je treba vynechat abso- 
lutni hodnotu v nasledujicim vzorci. 
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det G pravou stranu vzorce nahore.) PopiSte podrobng pripady 
k = n a dale v§echny pripady k < n < 3. 

PqznAmka. S pomoci techniky vnejsiho soucinu a zavedenim skalarniho 
soucinu na A fc (E n ) jsme dokazali tvrzeni z teorie determinantu, ktere bychom 
tezko dokazovali jenom prostredky samotne teorie determinantu. Nejucelnej- 
si by bylo asi postupovat neprimo, napr. lze lehce dokazat, ze vynasobenim 
matice A zprava nejakou unitarni (resp. ortogonalni) matici se nezmeni ani 
jedna strana zobecnene Pythagorovy rovnosti. (Kazdy si to muze zkusit.) 
Navic ma rozklad z vety prve vyznamnou geometrickou interpretaci: 

Mejme tri vektory 


ei = 




(19.103) 


a zajimejme se o usee prvniho oktantu, to jest plochu trojuhelniku s vreholy 
v bodech s polohovymi vektory ei,e 2 ,e 3 . 

Dohodneme se lokalne, ze v Aw bude znacit plochu trojuhelnika s dvema 
stranami v, w (tedy polovinu rovnobeznika). Potom lze tensor usece psat 
jako 

(£3 — ei) A (e2 — ei) = e% A §2 — §3 A ei — ei A e2 (19.104) 

a (ztotoznime-li jeste vnejsi souciny s vektorovymi, coz je vam asi jasne jiz 
ted’, za chvili o tom budeme mluvit) skalarni soucin D • S, kde S je normalovy 
vektor k plose S s velikosti shodnou, jako je velikost plochy, se da tedy psat 
ve tvaru 

F X S X + F y Sy + F Z S Z , (19.105) 

kde napr. S x uz lze chapat jako plochu prumetu usece do roviny x = 0. To 
ma za nasledek, ze v plosnem integralu 

j DdS (19.106) 

nezalezi na tom, zda plochu, po niz integrujeme, trochu zhrubime nebo nikoli. 

Navic, ctverec plochy usece se da podle naseho zobecneni Pythagorovy 
vety zapsat jako 

P 2 = Pi + Pi + Pi, 

kde P x apod, jsou prumety usece do danych rovin (x = 0). 


(19.107) 
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Vnejsi a VEKTOROVY soucin. Tensory z prostoru A fc (E) a A n ~ fc (E) lze 
ztotoznit (vsimnete si alespon, ze maji stejnou dimensi) pomoci uplne antisy- 
metrickeho tensoru (s n indexy) Levi-Civitty, totiz (k je nejaka konvencni 
konstanta) 


m k =k , (( fi " M n _ k (19.108) 

q...t 

a indexy lze spoustet a zvedat pomoci metrickeho tensoru. 

Opet poznamenejme, ze tensor e zustava invariantni jen pri unimodular- 
nich transformaci; dokonce i mezi ortogonalnimi transformacemi je polovina 
neunimodularnich - jsou to zrcadleni (e je pseudoskalar). Pri nich meni 
e znamenko a tedy se transformace tensoru s k indexy lisi od transformace 
tensoru s (n — k) indexy o znamenko. 

Konkretne, v trojrozmernem prostoru rozeznavame polarni vektory 
(napr. x, p, E atd.), ktere se pri zrcadleni transformuji stejne jako x. Vybere- 
me-li za zrcadleni prostorovou inversi (stredovou soumernost podle pocatku), 
zmeni znamenko. 

Na druhe strane lze napriklad vektorovym nasobenim dvou polarnich 
vektoru dostat tensor s dvema indexy, ktery lze prevest na vektor, nyni vsak 
axialni vektor neboli pseudovektor (napr. moment hybnosti, magneticka 
indukce), ktery pri inversi znamenko nemeni. 

Doufame, ze jiz rozumite, za jakych predpokladu lze povazovat determi¬ 
nant - vnejsi soucin n vektoru v n-rozmernem prostoru, ktery je zajiste take 
determinantem, za skalar. 


19.3 Tensory v obecne relativite 

|||) Jak funguje Einsteinova gravitacni teorie matematicky? 

Marne ctyri souradnice x 1 *, // = 0,1, 2, 3 a ruzne tensory jsou jejich funk- 
cemi. V prvnich radach, jde o metricky tensor g^ v . Ten udava v kazdem 
bode geometrii. Chceme-li zjistit, jaka je delka (jeji ctverec) maleho vektoru 
o slozkach dx M umisteneho v bode x^, pouzijeme vztah 

ds 2 = g IJ , l ,(x a )dx ll dx v (19.109) 

s Einsteinovou sumacni konvenci pres vsech 16 kombinaci hodnot indexu 
/U, v. 
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Mimo jine, metrika staci na formulaci zakona pohybu telesa v gravitac- 
nim poli (zakona kosmicke lenivosti): telesa se mezi dvema body casopros- 
toru pohybuji po takove draze, aby vlastni cas, ktery na draze nameri, byl 
maximalm mozny (alespon ve srovnani s bbzkymi drahami). 

5^Jds^j= 0 (19.110) 

Tento tensor predpokladejme symetricky (obecne lze tensor druheho ra- 
du napsat jako soucet symetricke a antisymetricke casti a antisymetricka 
cast neprispiva k ds 2 ) a uzivejme ho na spousteni indexu: mame-li napri- 
klad tensor o slozkach mluvme take o tensoru se slozkami F^, ktere 

vypocitame 

= g KV (x ,y )F^(x n ). (19.111) 

Dale si spocteme inversni tensor (jakozto inversni matici) g^ v takovy, aby 


9nn{x a )g KV = 5". 


(19.112) 


Podotkneme, ze specialni teorii relativity ziskame pozadavkem konstantniho 


9»v 


9)tu 



° ^ 

- 1 


(19.113) 


(Stejne slozky pak ma i g ^.) Tensoru g^ v lze pak uzit pro zvedani indexu: 


F txv = F^. 


(19.114) 


Dale ma smysl mluvit o determinantu g^ (podivej se, ze pro specialne re- 
lativistickou metriku je zaporny), ba o odmocnine 15 z jeho opacne velikosti. 
Casto se o ni mluvi jako o skalaru \Z~~g. ale po pravde jde z hlediska trans- 
formacnich vztahu presne o antisymetricky 16 tensor Levi-Civitta se ctyrmi 
indexy dole, coz ocenite pohledem na indexove spravnou rovnici nize: 


- V-90.M& ' \f~9n\nv = 4!antisym KA ^5 aK ^ A g 7iU g 5j/ . (19.115) 

15 Udava cosi jako hustotu fysickych m 4 na jednotkovou ctyrrozmernou krychli v sou- 
radnicich; je to nazorne pri diagonalmm g liU . 

16 Je treba se dohodnout na znamenkove konvenci, napr. y/— S0123 > 0 (P ro pravotocive 
soustavy). 
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Kazdy tensor lze derivovat. Derivaci podle znacime d lt namisto ne- 
pruhledneho d/dx^^ takze 

df,x u = (19.116) 

Timto zpusobem lze z tensoru dostat velicinu s jednim indexem dole navic. 

Takto ziskana velicina se vsak nebude transformovat „spravnym zpuso- 
bem“ pri transformaci souradnic (nepujde-li o derivaci skalaru nebo obecneji 
o vnejsi - tj. antisymetrisovanou derivaci diferencialni formy, tj. uplne an- 
tisymetrickeho tensoru). 

Co je to „spravny zpusob transformace“? Na ctyrrozmernem casoprosto- 
ru mejme dve sady souradnic; kazdemu bodu priradme dve ctverice cisel x^ 
a xv (to, ze jde o souradnice v carkovanem systemu, znacime pouze carka- 
mi u indexu). Lze si (alespon lokalne) predstavit x^ jako funkce x^ nebo i 
naopak. Potom spravny vztah mezi slozkami nejakeho tensoru t musi byt 

= d^x a dfi>x 3 ...tf 9 '" 1 >s>..d 1 x' y d$x s - (19.117) 

Napriklad, jsou-li x ^ a x v svazany linearne (r/( y , je konstantni) 

x^ = c^x” , (19.118) 

plati po zderivovani napr. 

d K ,x» = = <? h , (19.119) 

a vztah mezi tensory lze psat ((c ') fl a jsou elementy inversni matice) 

t af} - y... = c a a J p , ... ^ • • • • (19-120) 

Pouhym zderivovanim prvniho vztahu mezi slozkami v ruznych systemech 
(aplikaci d\ zleva) se presvedcite, ze d\t*g‘" nema v carkovanem systemu 
pozadovany tvar 

dx (19.121) 

ale obsahuje navic cleny typu 

d\d a i {x a )dpix^ ..., (19.122) 

z nichz vliv necarkovaneho systemu nevypudime. Zajiste, pro zminenou li- 
nearni transformaci souradnic vymizi, nikoli vsak obecne. 
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Vychodisko spociva v zavedeni kovariantni (Christoffelovy) deriva- 
ce. Definujeme Christoffeluv symbol predpisem 

r nv = = 2 9 {dv9nu ~ d(jo9nv) (19.123) 

(sam se netransformuje jako spravny tensor) a misto derivace 9 /( uzivejme 
kovariantni derivaci V^, ktera obsahuje navic cleny, ktere se „navesi“ nasle- 
dujicim zpusobem na kazdy index derivovaneho tensoru 

+ • • • - nxk. - riXSt ■ ■ ■ 

(19.124) 

Pouhymi upravami si muzete dopocitat, ze V ^g a p = 0, V^g a/3 = 0 a ze 
' se jiz transformuje spravnym zpusobem. 

Take je zajimave, ze i kovariantni derivace splnuje Leibnizovo pravidlo 
(pro derivovani soucinu) 

= V^;;;)**;; + ;®£;;V w (u*;;;). (19.125) 

Mimo jine, pokud se budete snazit nalezt spravne se transformujici tensor, 
obsahujici druhe derivace metriky, dostanete Riemannuv tensor kFivosti 

R 0 ,,ua = -d n T^ + a d^ a - T; u T° aa . ( 19 . 126 ) 

z nehoz nas casto zajima jen uzeni, tzv. tensor Ricciho 

Rp> = (19.127) 

a skalarni krivost 

R = R/= R^r- (19.128) 

Muzete overit, ze Riemannuv tensor je antisymetricky vuci zamene indexu 

prve nebo posledni dvojice a symetricky vuci zamene techto dvojic a ze 
splnuje cyklicke pravidlo 


RaP ,75 A Rp^,a& A R'yajPS — 0- (19.129) 

Diky temto vlastnostem je jasne, ze Riemannuv tensor ve dvou dimensich 
ma jen jednu nezavislou slozku R 1212 a ve ctyrech dimensich slozek 20 = 
6 • 7/2 — 1. Riemannuv tensor ma jednu nazornou interpretaci: objedeme-li 
vektorem V obrys infinitesimalni dvojrozmerne plochy popsane antisymet- 
rickym tensorem dS 1] tak, abychom se chovali jako v plochem prostoru a 




19.3. TENSORY V OBECNE RELATIVITE 


321 


s vektorem neotaceli (paralelm posun), potom se nam vektor V trochu 
stoci o hodnotu 

SV k = dS^Ri/iV 1 . (19.130) 

Pri vsech uzavrenych objizdkach vektor muze rotovat 17 rotaci z grupy zna- 
me jako grupa holonomii. V plochem prostoru je to jen trivialni grupa 
s jedinym prvkem, v nahodne vybranem zakrivenem prostoru to byva grupa 
SO(n), kde n je dimense variety (anglicky manifoldu, to jest onoho zakri- 
veneho prostoru, o nemz jde fee, ktery si lze predstavit, ze je umisteny ve 
vicerozmernem prostoru). Existuji vsak i variety s grupou holonomii U(n). 

Jiz jen dodame, ze pomoci Ricciho tensoru se formuluje deset rovnic 
gravitace (nebo jedna tensorova, chcete-li), popisujicich zakriveni prostoru 
v zavislosti na hmote v nem 

Rap - 2 R 9o.p = -C T ap, (19.131) 

kde C je nejaky soucin Newtonovy gravitacni konstanty a dalsich konstant 
(obvykle stavime c = 1) a T^ je tensor hmoty: v pripade specialni re¬ 
lativity vyjadruje hustotu (pro fi = 0) nebo hustotu toku (pro p = 1,2,3) 
energie (pro v = 0) nebo slozky hybnosti {v = 1, 2, 3). 

Kdyz uz jsme se zminili o kovariantni derivaci, je na miste take po- 
hovorit o jine kovariantni derivaci, taktez spliiujici Leibnizovo pravidlo 
(predpokladame-li, ze naboj pole, ktere je soucinem dvou poll, je souctem 
naboju techto poll), totiz 


d^YiqA,, (19.132) 

pro pripad elektromagnetismu a analogickych v pripade silnych ci elektros- 
labych interakei. 

Dana derivace vynasobena i dava 

Pn ~ qA/t, (19.133) 

kde q je naboj pole a A^ je ctyrpotencial. V teoreticke mechanice ci jinde 
budete hovorit o p^ jako o (operatoru) zobecn^ne hybnosti & — qA^ 

odpovida onomu klasickemu soucinu hmotnosti a (ctyrvektoru) rychlosti. 

Nazorny vyklad souvislosti s Christoffelovou derivaci davaji Kaluzovy- 
Kleinovy teorie. Predpokladejme, ze krome obvyklych ctyr souradnic v ca- 
soprostoru mame jeste patou (ai 5 ), ktera se neprojevuje, protoze je cyklicka 

17 Kazde uzavrene krivee odpovida jeden prvek - jedno otoceni z grupy holonomii. 
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s periodou 2ttR, neboli protoze je svinuta (kompaktifikovana) na kruz- 
nici o (malinkem) polomeru R. Pak lze pole (jez je funkci peti souradnic) 
rozvinout do (komplexm) Fourierovy rady podle souradnice Xr;. 

(j){x°, x 1 , x 2 , x 3 , x 5 ) = ^2 x l , x 2 , x 3 ) exp(ikx 5 /R). (19.134) 

fceZ 

Uvedomme si, ze k lze interpretovat jako naboj pole 4>k vyjadreny v elemen- 
tarnich nabojich, a zajimejme se zvlaste o pole (pro konkretnost) (f> i, ktere 
se mem v zavislosti na pate souradnici jako exp (ix 5 /R). 

Budiz element metriky g 55 konstantni (pro urcitost —1 jako napr. gn), 
zato elementy 5 (g = 0,1, 2, 3) ztotoznime s potencialem (az na konstantu) 
a derivaci (/z = 0,1,2, 3) pocitejme ve smeru, v nemz je g^ v diagonalni: 

= d tl - g^8, (19.135) 

Ovsem lze diky zvolene zavislosti na pate souradnici psat jako nasobeni 
faktorem ik/R. 

Kalibracni invarianci lze vylozit jako specialni pripad invariance vuci 
transformacim souradnic. Pokud v kazdem bode (xg = 0,1,2,3) urcime 
Ax 5 (dostatecne pomalu se menici, abychom neohrozili konstantnost 355 ), 
pole ipk se nasobi v kazdem bode komplexm jednotkou 

exp(ikAx 5 /R) (19.136) 

a elementy metriky g ^5 se zmeni podle standardniho pravidla pro transfor- 
maci tensoru pri transformaci metriky 

9u5 -+ 9n 5 - d^Ax 5 , (19.137) 

v cemz dobre rozpozname vzorce pro zmenu potencialu. 


19.4 Spinory 

Videli jsme, ze lze konstruovat tensory s libovolnym poctem indexu nahore 
a dole. V teto sekci ukazeme, ze je mozne i cosi opacneho, totiz zavest „po- 
lovicni“ indexy, abychom velicinu transformujici se jako vektor ziskat jako 
soucin dvou elementarnejsich objektu, rikejme jim spinvektory, podobne, 
jako jsme ziskali tensor (tensorovym) nasobenim dvou vektoru. 

Hned na pocatku upozornujeme, ze budeme mluvit o pripadu specialni 
(!) teorie relativity, tj. budeme uvazovat jen transformace grupy §0(3,1) 
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(kterou nahradime SL(2, C), ktera je s m az na diskretni rozdily isomorfm) 
a nikoli cele grupy GIL (4) (a nakonec se podivame na jeji podgrupu prosto- 
rovych rotaci §0(3), nahrazenou §U(2), a nikoli na GL(3)). 

Spinory je mozne uzivat efektivne i v obecne relativite, ale postup v za- 
sade spociva v zavedeni v kazdem bode nove base (tzv. stonozky nebo v pri- 
pade ctyr rozmeru ctyrnozky, pro ktere se vzila nemecka oznaceni vielbein 
a vierbein), ktera se chova jako obvykla base ve specialni relativite. 

Zacneme trochu neocekavane primo prepisem vektoru do spinorove for- 
my: vektorove indexy mohly nabyvat ctyr ruznych hodnot. My sestavime ze 
slozek realneho vektoru V ^ ctyri kombinace 18 


F 00 _ + x Z)iy/2, = ( x 1 + ix 2 )/V2, 

F 10 = (x 1 - ix 2 )/y/ 2, F 11 = ( x° - x 3 )/y/2, 


(19.138) 


ktere vsak jiz nejsou realne, ale splnuji 

V AB = (V BA ), (19.139) 

kde indexy A, B nabyvaji hodnot 0,1a indexy A, B hodnot 0, T (zapis byl 
jen zkratkovity, pod B jsme zde meli na mysli B , nad mmz se nakresli pruh, 
v dalsim textu index A nebude souviset sio nic vice, nez s B). Pouzivame 
upraveneho formalismu Rogera Penrose a Wolfganga Rindlera, kteri misto 
pruhu pisi carky; uprava nespociva jen v tomto; my budeme vzdy uvazovat 
tak, ze pokud existuje nejaky spinor napr. 

gABCDEFG 5 (19.140) 


potom existuje i spinor 

s defgAbc ^ (19.141) 

ktery ma komplexne sdruzene slozky (v pripade, az pujde o operatory, budou 
hermitovsky sdruzene) a spinor se stejnym poctem pruhovanych a nepruho- 
vanych indexu splnuje urcitou podminku realnosti, analogickou podmince 
pro vektor. Napr. 

poooiololol = (pioioioooIS) a pooonooon je re alne cislo. (19.142) 


Za urcitou dobu bude take zrejme, ze nase podminky zustanou splneny 
i po transformaci. 

18 Jako priklad odlisne konvence uvadime, ze napr. Landau ve svem Uvodu do teoreticke 
fyziky 2 - kvantova mechanika pouziva horni indexy 1,2 misto nasich hornich 0,1 a horni 
indexy 1, 2 misto nasich dolnich 0,1. 
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Jak to vgechno funguje? 

Hledame-li zpusob, kterak vyjadrit „ctverec delky ctyrvektoru“ 

VpV 1 * = g^V u V v = F°F° - kV 1 - V 2 V 2 - V 3 V 3 , (19.143) 

zjistime, ze ho lze psat jako dvojnasobek (to kvuli tern odmocninam ze dvou) 
determinantu 

2 - (V o5 V n -V 0l V 15 ). (19.144) 

To je velmi pnjemne, protoze pouzitim novych (antisymetrickych) spinoru 
s dvema indexy dole 

eab = ~£ba, £ ab = ~ £ bAi £ oi = e oi = 1 (19.145) 

lze ctverec delky tohoto ctyrvektoru psat jako (Einsteinova sumacm konven- 
ce, A a A zde spolu nesouvisl) 

e ab e as V aA V bS . (19.146) 

Chceme-li nyni prejlt od starych souradnic k novym, lze vzit misto matice 
z grupy §0(1, 3) matici z grupy SL(2, C). Mejme tedy soubor ctyr komplex- 
nlch cisel (z nichz jsou nezavisle tri, jelikoz determinant ma byt jedna, maji 
tudiz informacni hodnotu sesti realnych cisel, stejne jako prvky §0(1,3)) 
t A A ,, coz je „matice prechodu“ od necarkovane base k carkovane 

S A = t A A ,S A ', (19.147) 

umoznujici vypocitat souradnice v necarkovane basi z tech v carkovane. 

Dale pod t A A , mejme na mysli (jak jsme se dohodli) komplexne sdruzena 
cisla. Potom lze vyjadrit jakykoli spinor (s hornimi indexy) v necarkovane 
basi, napr. vektor 

V AS =t A A ,t%,V A ' B '. (19.148) 

Poznamenejme, ze podminka pro invarianci e ab vuci teto transformaci je 
prave podminka pro unimodularitu transformacni matice (zkontrolujte): 

e ab = t A A ,t B B ,£ A ' B '. (19.149) 

Muzete se presvedcit, ze na pocatku uvedenou podminku „reality“ 


V AB = ( V bA ) 


(19.150) 
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bude splnovat vektor i po transformaci, splnoval-li ji pred ni (a stejne tak 
viceindexove spinory). 

Navic, jako obdobu zvedani a spousteni indexu pomori g^ 

l„ = 9^t u (19.151) 

budeme spoustet a zvedat indexy pomori eab ; je zde ale treba brat ohled 
na poradi indexu, ponevadz eab je antisymetricky (ne tedy symetricky). 
Dohodneme se na nasledujici konvenci: e AB bude zase antisymetricky a e 01 = 
1. Dale index 0 nahore bude totez, co 1 dole (podle „gravitacni pomucky“), 
zatimco 1 nahore bude opacne proti 0 dole: 

A 0 = Ai, A 1 = -A 0 , (19.152) 

s anonymnimi indexy pisme 

As = A a eab, X° = e CD \ D , (19.153) 

obdobne pro viceindexove spinory (ostatni indexy beze zmeny) a stejne pro 
pruhovane indexy. 

Rozklad NA symetricke spinory. Budeme si vsimat jen pripadu spi- 
noru, symetrickeho vuci permutacim ve dvou skupinach indexu. Neni totiz 
obtizne nasobnym provedenim nasledujicich uvah rozlozit spinor na souciny 
e symbolu a spinoru symetrickych vuci zamene nejakych dvou indexu, dale 
na souciny e a spinoru symetrickych vuci permutacim ve dvou skupinach, 
z nichz jednou je prave ona dvojice atd. 

Nas pripad bude ukazovat to, co se da fysikalne popsat jako „skladani 
momentu hybnosti“. Mejme kuprikladu ruzne spinory A^abCi ^(i)DEFGi 
obe symetricke vuci vsem permutacim indexu. V takovem pripade zavisi po- 
uze na tom, kolik indexu z mnoziny {^4, B , C} resp. { D , E, F, G} je jednotka. 
Pokud ma spinor k spinorovych indexu, muze mezi nimi byt 0 az k jednotek 
(k + 1 variant) a tedy obsahuje k + 1 nezavislych slozek. V kvantove me- 
chanice se dozvite, ze lze castici popisovane takovym spinorem pripsat spin 
s = k/2 (cele nebo polocele cislo) aA; + l = 2s + l slozek bude odpovidat tzv. 
amplitudam pravdepodobnosti, ze se castice nachazi ve stavu s prumetem 
spinu do osy z s z = —s. — s + 1,..., s — 1, s. 

Ale zpet k matematice. Spinor Sabc,defg symetricky vuci permutacim 
v obou skupinach 

Sabc,defg = Sbac,defg = Sabc,edfg = • • •, (19.154) 
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ktery si lze predstavit napr. jako nejakou sumu 

Sabc.defg = AabcBqefg, (19.155) 

lze rozlozit zpusobem 

SaBC,DEFG = s J m ABC s J ln DEFG(^ABCDEFG + &ABDEF £ CG+ ^g -j^g^ 

+Sade £ bf£cg + Sq 2 £ae£bf£cg)i 

kde cisla 7/2 ... znamenaji polovinu poctu indexu, tj. spin. 

Spinory S 7 J BCDEFG lze spocitat zpetne jako napr. 

SABDEF = K ' s y m ABDEF^ABC,DEFG£ CG i (19.157) 

ovsem kombinatorickou konstantu k neni lehke spocitat. 

Fysikalne se vec vyklada tak, ze dve castice A,B se spiny s a , Sb (v nasem 
pripade 3/2 a 2) mohou vytvorit „slozenou“ castici se spiny v intervalu (krok 
minus jedna) 

s a + Sb, s a — 1,..., |s a — sj| . (19.158) 

Pokud vsem temto recem nerozumite, alespon se presvedcte, ze pocet slozek 
je stejny: 

Sa+Sft 

(2s a + l)(2sp|l) = ( 2s + 1 )- (19.159) 


Trojrozmerne transformace 

Budeme si vsimat Lorentzovych transformaci, fixujicich navic jakykoli vektor 
ve smeru casu, tedy i vektor 


(19.160) 


delky y/2, tj. V^ = (v^2, o, o, o). Pomoci neho lze „prepocitavat“ horni ne- 
pruhovane indexy na dolni pruhovane a naopak. 

S A = V AB S s , S B = S A V AB ... (19.161) 

Ve vzorci pro invarianci V AB napsanem jako (tg zde znamena t B B , = t B B ,) 
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lze interpretovat V jako jednotkovou matici, a tak navic o matici prechodu 
t (o niz uz vime, ze je unimodularni) muzeme rici, ze je unitarni (tt* = 1). 

Takove transformace jednoduse tvori podgrupu SU( 2 ) grupy SL( 2 , C). 
Jak vypada takova matice z SU(2)? Oznacime-li ji jako 

- (: i)- 

ma byt 

AA* = 1, (19.164) 

z cehoz mimo jine ary + /3d = 0 lze vyjadrit S. Navic ma byt determinant 
jednotkovy 

t = a5 — (3 7 = -—=^- ~ Pi = — ^(aa + PP)-> (19.165) 

ale protoze aia + f3(3 = 1, mame vysledne 7 = —j3 a z toho take 5 = a. 

To je pfijemna vec: matice A z grupy §U(2) ma tvar 

A = ^ ^ ^ ^ , kde a a r> ft (3 = 1. (19.166) 

Nepozadujeme-li posledni podminku, dostaneme mnozinu matic isomorfni 
telesu kvaternionu. Overte zvlaste, ze matice prirazena (kvaternionovemu) sou- 
cinu dvou kvaternionu je (maticovym) soucinem matic prirazenych temto kva- 
ternionum. Jako u nahrady komplexniho cisla matici 2 x 2 si i zde vsimnete, 
ze 

(Q*) JJ = (Q JJ )*, (19.167) 

znaci-li Q JJ komplexni matici 2n x 2n vzniklou z kvaternionicke matice Q 
uvedenym rozepsanim (a viz poznamku pod carou). 

m +Sk ^(- 7 Xfi a -Pi) ( 19 - 168 > 

Kdyz uz jsme tak daleko, muzeme jiz take rici, ze symplekticka grupa Sp(2n) 
neni nic jineho nez grupa unitarnich matic 19 n x n; tentokrat nikoli realnych 
ani komplexnich, ale kvaternionickych. 

10 Matice A, ze AA* = 1, kde pod adjungovanou matici minime matici transponovanou 
a kvaternionicky sdruzenou: (a + f3i + 7 j + 5k)* = a — f3i — -yj — 5k. 
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Za matici K z definice na strane 115 si predstavte komplexni matici 
2 n x 2n, ktera je nulova krome „tluste“ diagonaly, kde ma n bloku 2x2 
tvaru 

(19.169) 

Snad neuslo vasi pozornosti, ze pri rotaci o 2n se zrneni spinory s lichym 
poctem indexu na opacne (a az pri rotaci o 4n se vrati na puvodni hodnotu). 

Je na case, abychom vysvetlili kosmeticky rozdil mezi grupou SO(n) a 
Spin(n). Rikejme rotovani R kazdemu spojitemu (kazdy maticovy element 
je spojity) zobrazeni 20 intervalu do grupy ortogonalnich matic (zajimame se 
hlavne o n = 3) 

R : (0,1) -» SO(n) (19.170) 

takovemu, ze /?(0) = 1. Ekvivalenci „ps“ dvou rotovani i?( 0 ) a -^(l) mejme na 
mysli fakt, ze existuje spojite (vsechny maticove elementy R v (t) jsou spojite 
jakozto funkce dvou promennych v , t) zobrazeni 

{v i ^ Rv} : (0,1) —>■ ^p r ostor rotovani (19.171) 

takove, ze Vn G (0,1).R„(1) = -Ro(l), R(o)(t) = Ro(t) a R^(t) = R\(t). (Jsou 
ekvivalentni, pokud lze plynule prejit od jednoho rotovani k druhemu; nut- 
nou podminkou ekvivalence je rovnost koncovych matic R( 0 )(l) = R(i){ 1)-) 

Ukazte reflexivitu, symetri£nost a transitivitu 21 zavedene ekvivalence. 

Na rotovanich zavedeme rozumnou binarni operaci 



[Ro-RiM 


Ro(2t) pro 0 < t < 1/2 

Ro(l) -Ri{2t- 1) pro t < 1/2 < 1 


(19.172) 


(Polovinu casu provadime dvakrat zrychlene rotaci Ro a druhou polovinu 
R\. Lehce ukazete, ze nahradou cinitelu za ekvivalentni rotovani se i soucin 
zrneni na ekvivalentni.) 

Jelikoz [Ro ■ Ri](l) = i?o(l) ■ i?i(l), dostaneme grupu temer isomorfm 
s SO(n), az na jednu drobnost. Rotovani o 27r kolem osy z 


(1 . „\ 

R(t) = o cos27rt — sin27rt 

y o sin 27 rt cos 27 rt J 

20 Specialm pffpad homotopie. 

21 Reflexivni je relace, pokud MR R. a R. 

Symetricka, pokud \/Ro, Ri Ro ~ Ri Ri ~ Ro- 
Transitivni, pokud Vito, Ri,R ,2 Ro ~ iti a iti « R2 => Ro ~ R.2- 


(19.173) 
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je ekvivalentni rotaci o 2tt kolem kterekoli jine osy a (spojitym prechodem 
bude rotovani o 2n kolem osy, ktera bude plynule prechazet od osy z k ose a 
s tim, jak se v mem od 0 do 1), a proto je take „nehybne“ rotovani ( R(t ) = 1) 
ekvivalentni rotaci o 47r kolem jakekoli osy. (Proto nemohou existovat zadne 
cast ice se spinem, jehoz dvojnasobek neni cele cislo.) Ale plynuly prechod 
od nehybneho rotovani k rotovani o 2ir nenajdete. Matematicky receno, gru- 
pa §U(2) je narozdil od grupy §0(3) jednoduSe souvisla, protoze kazda 
uzavrena krivka v ni rotovani - lze stahnout na bod. 

Kdyz jsme jiz zminili stazitelne krivky - uvedeme zde i pojem fundamentalni 
grupy 7Ti dane variety. Jde o grupu vsech trid uzavrenych krivek (krivky jedne 
tridy lze na sebe spojite prevadet) s operaci danou napojenim techto krivek. Jedno- 
duse souvisle variety tedy maji fundamentalni grupu trivialni, povrch genu 22 g ma 
fundamentalni grupu Z 2fl , sfera se ztotoznenymi protejsimi body ma fundamentalni 
grupu Z 2 atd. 

A tak tvori vsechny tridy ekvivalentnich rotovani grupu E>pin(n) (pro 
n = 3 isomorfni §U(2)) takovou, ze existuje morfismus na SO(n), ktery 
priradi vzdy dvema prvkum §pm(n) jeden prvek §0(n). 


Diracova rovnice 

Pochopite-li nasledujici odstavce, budete se mod citit velmi chytre, az usly- 
site, ze napr. relativistickou invarianci Diracovy rovnice dokazal az dvacet 
let po jejim objeveni cesky fysik Trkal. (To samozrejme neni tak uplne prav- 
da.) 

Kdyz hledali lide vhodnou relativistickou upravu Schrodingerovy rovnice, 
napadla je zprvu Klein-Gordonova 23 rovnice, ktera operatorove vyjadruje 
vztah (uzivame jednotky c = h = 1) 

E 2 = nr? + p 2 , totiz (-^ + A)$ = m 2 $. (19.174) 

Tato rovnice je relativisticky korektni, abychom ji prevedli do Hamiltonova 
formalismu (kde se vyskytuji jen prvni derivace), musime zvolit funkci dvou- 
slozkovou ($ a d/dt$) a nakonec zjistime, ze se pro elektron vubec nehodi 
(hodi se pro pion). 


22 Minime tim plochu, ktera je z topologickeho hlediska sferou, v niz g dvojic kruhovych 
der spojime rourou. Genus jedna ma tedy torus. 

23 Mnohdy zvana Klein-Fockova. 
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Hledame jine vylepseni Schrodingerovy rovnice 

(i9 - i75) 

a napada nas nahradit p 2 /2m relativisticky spravnym vyrazem \Jrn? +p 2 . 
Tuto odmocninu nam nezbyva pocitat jinak nez jako nekonecnou radu obsa- 
hujici jakkoli vysokou mocninup cili jakkoli vysokou derivaci a ze zkusenosti 
Taylorova vzorce (kde jsme posun vyjadrili jako exponencialu derivace) je 
nam zrejme, ze vysledna teorie bude nelokalni: funkce jp, v okamziku t + dt 
bude ovlivnena funkci v case t v jakkoli vzdalenych bodech. 

Presto se Diracovi podarilo m 2 + p 2 odmocnit lokalne; zacal totiz opero- 
vat s viceslozkovou vlnovou funkci. V nasem spinorovem jazyce lze rici, ze 
diracovskou vlnovou funkci tvori dva spinory 

(19.176) 


kazdy z nichz se sklada z dvou komplexnich slozek. (Index A resp. A muze 
byt bud’ nula - pak jde o amplitudu, ze ma elektron spin nahoru - nebo 
jedna - spin dolu.) Rovnice napiseme ve tvaru 

( PaA ~ eA Al)^ A = -^=n i- ( P AA ~ eA AA )r] A = -^=£ A , (19.177) 

kde p Aj 4 = id AA je operator ctyrhybnosti, A aa je ctyrpotencial, m klidova 
hmotnost elektronu a e jeho naboj (zaporny). 

Obvykle se pise Diracova rovnice ve forme matic. Piseme-li slozky vlnove 
funkce pod sebe do sloupce 

tf 1 = £°, = ^ 3 = po, ¥ ; = m , (19.178) 

nabudou rovnice tvar jedne 

(19.179) 


kde 7^ jsou Diracovy matice 4x4, ktere maji v nasi spinorove representaci 
tvar 


/ ° ° 1 ° \ 
o o o 1 
1 o o o 

V° 1 ° ° J 


(° o O -1 \ 
0 0-1 o 

o 1 o o 

Vi ° ° ° J 


(19.180) 
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/o o o i\ /o o -1 o\ 

7 2 = ° “* ° , 7 3 = l ° ° l ■ (19-181) 

V * o o o / V o -1 o o / 

Vsimnete si, ze dve ruzne Diracovy matice antikomutuji a ctverec 7 0 je 
jednotkova, ctverec zbylych minus jednotkova matice, coz zapiseme 

7 ^ 7 " + YY = 2g tu ' 1. (19.182) 

Navic i-krat casova derivace \k, kterou piseme pomoci hamiltonianu jako 
Hf, da pro hamiltonian 24 


H = afi + m/3, (19.183) 

kde jest pouzito obvykle znaceni pro matice <3 = 7 ° 7 , (3 = 7 0 . Pouhym 
uzitim antikomutacnich pravidel pro matice zjistite, ze 

H 2 = ?n 2 + p 2 , (19.184) 


coz jsme na pocatku chteli. 

Ctyri slozky bispinoru jsme vybrali urcitym zpusobem. Stejne tak lze 
ale pracovat s libovolnymi linearnimi kombinacemi techto slozek; lze vyjadrit 
'k „v jine basi“. Tvary 7 -matic se zmeni, zustanou vsak antikomutacni relace, 
7 0 zustane hermitovska a 7 1 ’ 2 ’ 3 antihermitovske (pro unitarni transformace). 

Tak napriklad pocitame-li, na co prechazi rovnice v nerelativistickem 
pripade (kdyz treba ukazujeme, ze magneticky moment spojeny se spinem 
je dvojnasobny ve srovnani s orbitalnim pohybem), volime tzv. standardni 
representaci, jelikoz v ni jsou posledni dve slozky mnohem mensi nez prvni 
dve (ve spinorove byly prvni a posledni dve v nerelativisticke limite stejne). 




V2 


( £° + m N 
f 1 Tfl 

e-m 

\ < J - m 


(19.185) 


Cviceni. Odvod’te tvar 7-matic ve standardni reprentaci. ('W) 

24 Pro tyto uvahy stavime ctyrpotencial roven nule. 
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19.5 Tensory a nezavisle jevy 

Vrat’me se na zaver z vysin obecne relativity a Diracovych rovnic k nece- 
mu prizemnejsimu - treba k diskusi, co je to stredni (kvadraticka) chyba 
mereni (v praktikach se s ni potkate dosti, pokud po vas nebudou chtit chy- 
by „mezni“), nebot’ i zde je tensor uzitecnym nastrojem. Neverite? Uved’me 
par poznamek na tema „nezavislost v teorii pravdepodobnosti“. Asi jiz na 
stredni skole jste slyseli 

DEFINICI. Dve nahodne veliciny F aG nabyvajici konecne mnoha hodnot 
nazveme nezavisle, pokud 

Prob(F = xkG = y) = Prob(F = x) ■ Prob(G = y), (19.186) 

pricemz Prob(F = x) znaci pravdepodobnost udalosti, ze F nabyva hodnoty 
x. (Nebudeme dale formalisovat tento pojem, to je ukolem teorie pravdepo- 
dobnosti.) Pripomenme pojem miry na konecne mnozine (ve skutecnosti jde 
o prvek dualu k prostoru funkci na X, pro konecne X vsak na teto interpre- 
taci prilis nezalezi): 

Definice. Je-li X konecna mnozina, tak nezapornou miru na X, to 
znamena funkci p : XisgfeK takovou, ze p(x) >0 Vx E X, nazveme prav- 
d^podobnosti, pokud Yl x exPi x ) = 1- 

Vezmeme nyni tensorovy soucin formalnich linearnich obalu X a Y (pro 
nekonecne metricke prostory X, Y se bere tensorovy soucin dualu k prosto- 
rum spojitych funkci na X resp. Y, jak jsme jiz poznamenali na strane 302; 
nas ted’pro jednoduchost zajimaji jen konecne mnoziny). Je-li p resp. q prav¬ 
depodobnost (obecneji mira) na X resp. Y, tak pravdepodobnost (ci miru) 
p <E) q definovanou vztahem 

p®q{f ®g)= p{f)q(g) (19.187) 

nebo prosteji p <E) q(x , y) = p(x)q(y) nazveme tensorovym soucinem p a q. 
(Nekteri mluvi o direktnim soucinu, jini jen o soucinu; tensor to vsak je!) 

PqznAmka. Pro cloveka s „kategorialnim“ nahledem na matematiku, 
ktereho jiz na obecne skole presvedcili (...) o dulezitosti pojmu kartezskeho 
soucinu mnozin, by nemelo byt prekvapenim, ze pojem tensoroveho soucinu 
pravdepodobnost! popisuje neco fundamentalniho. 
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Definice. Pravdepodobnost p na „stavovem prostoru“ X nazveme roz- 
d^lemm pravdepodobnosti nahodne veliciny F, pokud 

Prob(i ? = x) = p(x). (19.188) 


Tvrzeni. Necht’ maji nahodne veliciny F resp. G rozlozeni pravdepo- 
dobnosti p resp. q (na X resp. Y). Oznacme symbolem u 

u(x, y) = Prob(F =xkG=y ) (19.189) 

tzv. sdruzene rozlozeni F a G. Potom F a G jsou nezavisle 


(19.190) 


Mame-li dve nahodne veliciny F],F% s oborem hodnot v nejake komu- 
tativni grupe G - treba vysledky dvou nezavislych mefeni - muzeme chtit 
studovat soucet Fjfj^Fz = Fy ^jFi. Radeji bychom zde videli M namisto 
konecne grupy, tim bychom ale vnesli hned na uvodu do naseho vyzkumu 
technicke komplikace, ktere prenechame pozdejsim kursum analyzy a teo- 
rie pravdepodobnosti. Prichazime zde opet k dulezitemu pojmu konvoluce 
(tentokrate pravdepodobnosti, srovnej vsak se stranou 256). 

Definice. Necht’ p a q jsou pravdepodobnosti (obecneji miry) na konecne 
komutativni grupe G. Pravdepodobnost (miru) danou predpisem 

g e G ^ P (9 ~ a)q(a) = (19.191) 

oeG h,Uh‘¥%^f' • 

nazveme konvoluci p a q a budeme ji oznacovat p * q. Je to tedy dalsi 
pravdepodobnost; p * q(g) udava pravdepodobnost, ze soucet h + i je g, kde 
h resp. i ma rozdeleni p resp. q. 

Tvrzeni. Obrazem tensoroveho soucinu p <E) q pri zobrazeni (x, y) —> 
: G x G —>■ G je prave konvoluce pravdepodobnosti p a q. 

Podobne se definuje konvoluce vice pravdepodobnosti (mer); dukaz ko- 
mutativity a asociativity (diky ni lze vynechavat zavorky) si provede kazdy 
sam. 

p*q = q*p , (p * q) * r = p * (q * r) ( 19 . 192 ) 
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Vicenasobne konvoluce 

( 0 ) Casto nas zajimaji vicenasobne konvoluce, ktere v jazyce pravdepodob- 
nostnich rozlozeni odpovidaji souctum vice nezavislych velicin. Hodime-li 
napr. tisickrat nezavisle minci resp. kostkou, jde nam o tisicinasobnou kon- 
voluci pravdepodobnosti 

p = “(^o + <^i) resp. p = — (4| A S 2 + $3 + |f + $ 6)7 (19.193) 

2 0 

zajimame-li se o to, kolikrat padla panna ci kolik je soucet jednotlivych hodu 
kostkou. (Omlouvame se ctenari, ze jsme zvolili priklad, kde grupa G - zde 
nejspise Z ci M - bude mit nekonecne mnoho prvku.) 

Asi jiz chapeme, ze jednou z dulezitych otazek resenych teorii pravdepo¬ 
dobnosti bude charakterisace toho, jak „vypadaji“ mnohonasobne konvoluce 
typu 

p*p* ...*p. (19.194) 

V pripade n cinitelu zapisujme uvedenou pravdepodobnost jako p*p. Vzpo- 
menrne si na tvrzeni ze strany 257: 

p*p = ( p) n (19.195) 

(V teorii pravdepodobnosti se misto pojmu „Fourierova transformace“ pou- 

ziva synonyma charakteristicka funkce.) 

V pripade G = M se ukazuje, ze charaktery maji tvar 

{ 2 : i-> exp(i£x)}, (el. (19.196) 

Jde nam tedy o to, jak vypada (p(£)) P ro libovolnou pravdepodobnost na 

R. 

Pro ty, kteri se citi byti jiz trochu obeznameni s pojmem miry na R pri- 
dame jeste par poznamek na toto tema: neni-li nosic p soustreden v jedinem 
bode (tedy neni-li p 5-funkci), tak funkce 

p(£) = J cA :, 'p(x)dx (19.197) 

spliiuje vsude podminku 

C/0^|p(OI<l, (19-198) 


pricemz je p(0) = 1 . 
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Jakpak se chova funkce 

(p(Or (19.199) 

pro velika n? „To zjisti kazdy matematik hodny toho jmena do peti mi- 
nut. “ 25 : necht’ 2 

•m ... (19.200) 

je Tayloruv rozvoj p(£). Zde je 

a = J xp(x)dx , b 2 = j x 2 p(x)dx (19.201) 

a resp. b 2 stredni hodnota x resp. x 2 . Predpokladejme pro jednoduchost 
znaceni a = 0 (zkoumejme misto veliciny x velicinu x — a, jejiz stredni 
hodnota je nula). Potom je 

^0" ~ exp • (19.202) 

Objasnete! Ti, kteri znaji Fourieruv obraz Gaussovy miry, jej na prave stra- 
ne jiz vidi, a tudiz nebudou udiveni platnosti tzv. centralni limitni v6ty 
teorie pravdepodobnosti, ktera rika, ze mnohonasobna konvoluce pravdepo- 
dobnosti vypada jiz zhruba Gaussovsky, jinymi slovy 


CentrAlni limitni veta. Maji-li nezavisle veliciny x -].... ,:E rS nulovou 
stredni hodnotu a rozptyl (stredni hodnotu kvadratu) b 2 , ma velicina 


X\ + X2 + • • • + X n 
yfn 

v limite pro n —>■ oo tzv. normalni rozd^leni 



(19.203) 


(19.204) 


Rozptyl. Zapomente na vsechny ty bajecne veci, o nichz se zde pise, a 
radsi pochopte, proc je rozptyl veliciny x roven 

5 2 x = ((x - {x)) 2 ) = (x 2 - 2x(x) E (x) 2 ) = {x 2 ) - {x) 2 , (19.205) 

25 Volne citovano z uvodu ke clanku V. I. Arnolda, Matematicke trivium. „Kdo nespocte 
stredni hodnotu ste mocniny sinu do peti minut, nerozumi matematice, i kdyby se zabyval 
supervarietami, nestandardni analyzou nebo vetami o vnorovani." 
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znaci-li (x) stredni hodnotu veliciny x pocitanou podle vzorcu typu 

(x) = Y,x( x i)p{xi) resp. (x) = J x ■ p(x)dx (19.206) 


a proc je rozptyl souctu dvou nezavislych velicin roven souctu rozptylu techto 
velicin 


((* f - yT) = W 2 + 2 x'y' + y' 2 ) = (z' 2 ) + (2x>y>) r (y a ) = 
= ( x ' 2 ) + 2(x')(y') + <y' 2 ) = (x 12 ) + (y /2 ), 


(19.207) 


kde napr. x' znaci x—(x) a v dukazu bylo pouzito, ze stredni hodnota z cisla je 
totez cislo (fakt, ze stredni hodnota jednotky je jedna je tataz podminka, jako 
normovanost pravdepodobnosti), stredni hodnota souctu je soucet strednich 
hodnot a hlavne to, ze stredni hodnota soucinu dvou nezavislych velicin je 
rovna soucinu strednich hodnot techto velicin. (<?) 


19.6 Epilog 

Zakonceme knihu opet citatem z knihy zminene na strane 294. Tentokrat 
vsak citatem doslovnym (krome zmeny singularu na plural a substituce 
zkratky „LA“ na misto pojmu „povetrnost“). 

... Za tou pricinou neostychali jsme se bez blizsiho vykladu pouzivati 
nekterych vedomosti z lucby, silozpytu a hvezdarstvi, kde toho bylo potrebi 
k vysvetleni nektere stranky k LA patrici. Jinde jsme je vsak strucne na- 
pred vylozili, cimz jsme se arci vzdali nadeje, ze by vsichni ctenarove vsemu 
stejne porozumeli. Neb pri tak hojnem ucastenstvi, jakeho se Matici lidu 
dostalo, nutno miti predevsim na zreteli, ze kazdy ctenar, at’ jest vice neb 
mene pripraveny a vzdelany, chce miti z knihy nejaky uzitek, ktery by se as- 
pon vyrovnal nakladu na zakoupeni knihy ucinenemu a ztrate casu ku cteni 
obetovaneho. 

Aby vsak kazdy bezpripravyabez premysleni 
vsechno hned pochopil a si pamatoval, co v teto knize jest obsazeno, toho 
nemohli a nechteli jsme dosahnouti, jelikoz jest to cil velmi vzdaleny a temer 
nedostizitelny. Vedle toho jsme meli na mysli, ze kniha tato dostane se nejvice 
do rukou ctenaru takovych, kteri o tomto predmetu sotva budou mit jinou, 
a za tou pricinou jsme do ni vlozili i nektere delsi seznamy rozlicnych udani, 
ktere jinak bychom mohli vynechati. 

Co se konecne tkne slohu - nechceme tvrditi, ze by nemohl byt jeste 
popularnejsim a chapavosti ctenaru malo vzdelanych primerenejsim; tolik 
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ale s druhe strany dovolujeme si poznamenati, ze by pak kniha stala se 
nekolikrate tak rozsahlou a vzdelanejsimu ctenari - a tech cita Matice lidu 
vice - zdlouhavou. Neb spis o predmetu tak vseobecnem, jako LA, dotyka se 
na vsech stranach prirodnich ved ostatnich a mel by obsahovati pojednani 
o vsech, aby se bez pripravy vselike obesel, aneb byti nanejvys povrchnim a 
tudiz zbytecnym, kdyby se k nim hloub nevztahoval. 

Prostredni cestu jakousi nalezti bylo nasi snahou svedomitou; zdali se 
nam to tak podarilo, jak jsme si prali aneb jak jini snad ocekavaji, o tom 
necht’ rozhodne nestranny soudce. A kdyby se stalo, ze by rozsudek mel proti 
nam vypadnouti necht’ se shovivave ma na zreteli znamy vyrok „zadna kniha 
neni tak spatna, aby se z ni nedalo necemu priuciti“. 


Spisovatele 


Namety k obsahu skript 

Veskere namety k obsahu skript posilejte prosim na elektronicke adresy 

mzahrad@karlin.mff.cuni.cz a motl@physics.rutgers.edu. 

Planujeme napsani dopliikovych a rozsirujicich kapitol k uvedenemu textu. 
Vsechny tyto texty, dale veskere opravy a reakce na namety ctenaru budou 
ulozeny spolu s jiz existujici HTML verzi teto knihy na webovskych strankach 
autoru skript 


http: //www.karlin.mff .cuni.cz/ mzahrad/skripta/, 
http : //www.kolej.mff.cuni.cz/~lumo/skripta/ 
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LETNl SEMESTR 

1) Exponenciala matice. Definice, zakladni vlastnosti (vlastni 
vektory exponencialy, exponenciala podobnych matic). Vztah 
Tr A a det exp A. Priklady. 

2) Pojem Lieovy algebry a priklady : g = gl, si, o, u, su. 
Vztahy typu exp g = G. Isomorfismus vektoroveho nasobeni a 
komutovani v o(3). 

3) Teorie nilpotentnich operator^. Ekviv. charakterisace pomoci 
spektra, priklady (operatory derivovani na polynomech). 
Studium posloupnosti korenovych podprostoril k-teho radu a 
alternative k-nasobnych obrazft. Nezavislost vft£i 
podprostoru. Konstrukce poCateCnich vektorft retgzcti 
davajicich Jordanovu basi prostoru. 

4) Direktni rozklad prostoru na korenove podprostory daneho 
operatoru. Obecna Jordanova vgta. Vgta Hamilton-Cayleyho. 
Exponenciala Jordanovy matic s pouzitim na re§eni soustav 
linearnich diferencialnich rovnic. 

5) Positivni a stochasticke matice. Hledani nejvgtSiho 
vlastniho Cisla iteraci. Interpretace prisluSneho vlastniho 
vektoru (stacionarni stav systemu). 

6) Pojem dualniho prostoru, dualni base, dualniho operatoru, 
transponovane matice, kontragradientni matice (prechodu 
dualnich basi). 

7) Dualita a skalarni soufiin: vgta o representaci linearni 
formy (skalarnim nasobenim vhodnym vektorem). Pojem 
adjungovaneho operatoru. Samoadjungovane (Hermitovske), 
unitarni, obecngji normalni operatory. Adjunkce 

diferencialniho operatoru a metoda per partes. 

8) Vgta o spektralnim rozkladu normalniho operatoru. Priklad 
- operator derivovani na trigonometrickych polynomech. 

Funkce normalniho operatoru. Ortogonalni polynomy (priklad: 
Hermitovy, Legendreovy) jako vysledek ortogonalisaCniho 
procesu ve vhodnem skalarnim souCinu (alternative 

jako vlastni vektory vhodneho diferencialniho operatoru). 

9) Bilinearni a kvadraticke formy. Diagonalisace Hermitovske 
formy: a) dopienim na Ctverec, b) Jacobi-Sylvesterdv zapis 
ortogonalisaCniho procesu (zvl. pro positive definitni 
formy), c) diagonalisace pomoci spektralniho rozkladu 
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representujiciho operatoru formy (davajici ortogonalni 
"hlavni osy" formy). Signatura a zptLsoby jejiho zjiStovani. 

10) Kvadriky (a kuzelosefiky), klasifikace a vlastnosti 
(omezenost, primkove plochy, vlastnosti rovinnych rezfi) . 
Zminka o projektivnim prostoru. Vyznam paraboloidfi. 

v analyze funkci vice promgnnych (lokalni extremy, sedlove 
body funkci). 

11) Polarni rozklad obecneho operatoru na komposici unitarniho 
a Hermitovskeho operatoru (resp. unitarniho, diagonalniho, 
unitarniho operatoru). 

12) Pseudoinverse obdelnikove matice. 

13) Pojem tensoroveho soufiinu vektorovych prostorfi, isomorfismy 
mezi rilznymi definicemi, jako je formalni linearni obal 
kartezskeho souCinu basi, mnozina multilinearnich 
funkcionalfi na souCinu dualfi, faktorprostor formalniho 
linearniho obalu kartezskeho souCinu prostorfi. Rozlozitelne 
tensory. Priklady tensorfl: vektory, kovektory, bilinearni 
formy, strukturni tensor algebry, determinant jako 
multilinearni funkce sloupcfi, fyzikalni priklady. 

14) Slozkovy zapis tensoru a transformaCni vztahy. Kovariantni 
a kontravariantni indexy tensoru, zapisy indexfi dolfi 

a nahoru a sumaCni pravidlo. 

15) Zakladni operace s tensory: tensorove nasobeni, souCet 
tensorh stejneho typu, permutace slozek tensoru, uzeni 
(stopa). Tensory a skalarni souCin: ortogonalni 
transformace tensorfl, zdvihani a spouStSni indexfi. 

16) Symetricke tensory a tensorovy souCin, symetrisace. 

17) Antisymetricke tensory, antisymetrisace, antisymetricky 
(vnSjgi) tensorovy souCin, Grassmannova algebra. Vektorovy 
souCin. Mgreni ploch mnohouhelnikfi, obecngji k-rozmgrnych 
polyedrfi v n-rozmgrnem euklidovskem prostoru. Grammova 
matice a Grammfiv determinant obdelnikove matice. 


(Zde uvedenym sylabfim se snazila priblizit prednaSka LA vedena 
jednim z autortL teto knihy v minulych letech.) 



